Valogatott feladatok az elemi matematikabol

1.

Megoldasok

Osszeallitotta: dr. Tober Erng, Nagykanizsa, 1980.

Logikai és kombinatorikai feladatok

Egy személyvonat déli 12 6rakor indul A-bél B-be 60 km /h allando
sebességgel. Ekozben ugyanezen a palyan B-bgl A felé halad egy te-
hervonat 40 km/h sebességgel. Mindkét vonat egyszerre ér célba, és
ekkor haromszor olyan tavol vannak egymastol, mint egy oraval talal-
kozasuk el6tt. Mikor indul el a tehervonat B-b&l?

Megoldas:

Egy oraval a talalkozas elétt 60 4+ 40 = 100 km-re vannak egyméastol.
Célba éréskor kozottiik 16vs tavolsag 3-100 = 300 km. Az A-bol induld
300 : 80 = 5 ora alatt tette meg az utat, és igy 17 orakor értek célba.
A 300 km-t a tehervonat 300 : 40 = 7,5 oOra alatt tette meg; igy 2,5

oraval korabban indult, mint a személyvonat, azaz 9 6ra 30 perckor.

Egy 180 cm magas, vizszintes alapt henger alaki-re benzintartaly
alul csappal, feliil pedig t6lt6nyilassal van ellatva. Fz utobbin at 1
ora alatt tolthet6 meg az iires tartaly. Ha a toltényilast és a csapot
egyszerre tartjuk nyitva 5 percen at, akkor a tartalyban 10 cm-t emel-
kedik a benzin szintje. Mennyi id§ alatt lehet a sziniiltig tele tartalyt

a csapon at kitiriteni?

Egy iskolai rendezvényen kériilbeliil 80 tanuld vett részt. A részt-
vevik egyharmada leany. A leanyok fele 12. osztalyos, a fitk 6theted
része viszont nem 12. osztalyos. Héany 12. osztalyos tanulé volt a

versenyen?

Egy telephelyen tytkokat, libdkat és hazi nyulakat nevelnek. A libak
és nyulak szdménak aranya 5:9; a nyulak és tyikok szamanak aranya
3:2. Az allatoknak 152-vel tobb laba van, mint feje. Hany tytkot,

libat és nyulat nevelnek a telephelyen?
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Egy katona elindult a varosbol és naponta 12 km-t haladt. Egy
mésik katona is elindult ugyanakkor, de 6 az els6 napon 1 km-t, a
mésodikon 2 km-t, a harmadikon 3 km-t, a negyediken 4 km-t, az
otodiken 5 km-t és igy tovabb, minden nap 1 km-rel tébbet tett meg,
amig csak utol nem érte az els6é katonat. Hany nap milva érte utol a

masodik az elsét?

Amikor a 2000 méteres futdverseny gyGztese atszakitja a célszala-
got, Marika 200 méterrel, Erzsi 290 méterrel van mogotte. Tegyiik
fel, hogy mindkét ledny eddigi dtlagsebességének megfelels egyenletes
sebességgel fut tovabb. Amikor Marika célba ér, hany méterrel lesz
mogotte Erzsi?

Megoldés:

1800 méteren Marika 90 m el6nyre tesz szert. Feltéve, hogy 100 mé-
terenként ugyanakkora az elénye, ezért 100 méteren 90 : 18 =5 m az
elénye, igy 200 méteren 2 -5 = 10 m eldnyre tesz szert. Igy Marika
célbaérkezéskor Erzsivel szemben 90 4+ 10 = 100 m el6nnyel rendelke-

zik; vagyis célbaérkezéskor Erzsi még 100 méterre van a céltol.

Hét kiranduld Gsszesen 100 gombét szedett az erd6ben. Nem volt
kozottiik két olyan, akik ugyanannyit gytjtottek. Bizonyitsuk be,
hogy van harom olyan kirandulo, akik legalabb 50 gombéat gytjtottek
osszesen.

Megoldas:

Képzeljiik el, hogy a kirandulékat sorba allitjuk az altaluk begytij-
tott gombdak szdmanak csokkend sorrendjében. Vilagos, hogy az elsd
harom helyen &llok Gsszesen tobbet gytijtéttek, mint barmely masik
harom. Bebizonyitjuk, hogy az elsé harom legalabb 50 gombét gyij-
tott Osszesen. Ha a harmadik helyen 4llo legalabb 16 gombat gytjtott,
akkor a méasodik helyen 4ll6 legalabb 17-et és az els6 helyen all6 leg-
aladbb 18-at és igy Osszesen 51 gombat gyijtottek legalabb. Ha viszont
a harmadik helyen all6 csak legfeljebb 15-6t gytjtott volna, akkor a
4-ik legfeljebb 14-et, az 6todik legfeljebb 13-at, a hatodik legfeljebb
12-t és végiil a hetedik legfeljebb 11-et gy(ijtott volna, ami Gsszesen
14 + 13 + 12 + 11 = 50; és igy az els6 haromra is 50 marad. Igy
belattuk, hogy az els6 harom mindig gyitjt legalabb 50 gombat és ezt
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11.

A

kellett megmutatni.

Az 1 és 10000 kozott az 1-est szamjegyként tartalmazo, avagy nem

tartalmazé szam van tobb?

Egytél 100-ig a természetes szdmokbol minden lehetséges modon
parokat képeziink, iigyelve arra, hogy a parba sorolt két szam kiilon-
b6z6 legyen. Az egy parba sorolt szamokat szorozzuk Ossze. Hany
olyan szorzat lesz, amely 3-mal oszthatd?

Megoldas:

Mivel a természetes szamsorban minden harmadik oszthaté6 3— mal,
ezért 1—100 kozott 33 db 3—mal oszthatd és 67 db 3—mal nem oszt-
hato. Kedvez6 partkapunk, ha az egyik oszthaté 3 —mal, a masik
nem, illetve ha mindkett6 oszthatdé 3— mal.

Ha csak az egyik oszthato, akkor ilyen par 33 - 67 = 2211 db van.

Ha mindkettd oszthaté 3-mal, akkor mindketté a 33 koziil valo, igy
ebbsl 2232 _ 508 lehetség adodik.

Osszesen: 2211 + 528 = 2739 lehetéség adodik.

Tekintsiink a stkon 9 pontbol 4ll6 négyzetracsot. Kivalasztunk egy
pontot a kilenc koziil. Hanyféle moédon valaszthatunk tovabbi kettét
a maradék koziil, hogy a 3 pont egy haromszdget hatarozzon meg?
Megoldas:

Ki kell zarni azokat az eseteket, amikor a 3 pont egy egyenesbe esik.

Legyen a kiszemelt pont A. Az aldbbi harom alaphelyzet lehet:

Tekintsiink a sikon 7 pontot. Ezeket 7 szakasszal &sszekotjiik oly
modon, hogy zart torott vonalat kapjunk. Mennyi lehet a toréttvonal
onmagaval képzett metszéspontjainak maximélis szdma?

Megoldas:



Két pontot 0sszekdtd szakasz nem metszi Onmagat és a végpontjabol
indulokat. Igy a szakaszok mindegyikének maximalisan 4 szakasszal
lehet metszéspontja. A metszéspontok maximaélis szama T = 14.

Megmutathato, hogy ez viszont meg is valosul az aldbbi dbra szerint:

4

Valamilyen koriiljarast tartva mindig a kovetkezd harmadikkal kot-
jik Gssze. Ily modon AZ A1 A4A;A3AgA3 A5 A, zéart tordttvonalhoz
jutunk, amely 7 db. egymashoz csatlakoz6 szakaszbol all és mindegyi-

ken 4 metszéspont sorakozik.
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14.

3

Algebrai —és trigonometriai Atalakitasok al-

kalmazasai
1 1
Legyvenz +y+2=16és —+—+ - =0.
x Yy oz
Szamitsuk ki az 2% + y? + 22 kifejezés értékeét.
Megoldas:

Az v+ y + z = 1 feltételi egyenletet emeljiik négyzetere:
2+t + 22+ 20y + 2z + 2 =1
Mivel xyz #0, lehet, ezért az = + ! + ! = ( feltételbdl
xy + yz + zx = 0 adodik, amitx felh%sznglva:
2yt =1

adodik és ezt kellett meghatirozni.

Legyen n tetszéleges egész szam. Bizonyitsuk be, hogy az
nn+1)(n+2)(n+3)+1

kifejezés teljes négyzet.
Megoldas:

Tekintsiik az aldbbi médon torténd beszorzést:

nn+1)(n+2)(n+3)+1=(n*+3n+1)(n*+3n) +1
(n®+3n)" +2(n®+3n) + 1= (n? +3n+1)°,

amit iazolni kellett.

Bizonyitsuk be, hogy ha z + y + 2z + ¢t = 0, akkor
PP+ 2+ =3y — 2t) (2 + ).
Megoldas:
Az z+y+2+t=0feltételbsl z +y = — (2 +1).

Mindkét oldalt kdbre emelve; utana végezziik a kévetkezd atalakita-



15.

16.

sokat:

23+ 32%y + 3wyt + P = =20 — 3% — 32 — 18
PP+ =32t (2 +t) -3y (z+y) =
Bry(z+1t) —3zt(z+t) =3 (2 +1) (xy — 2t)

és ezt kellett igazolni.

Bizonyitsuk be, hogy ha z,vy, 2, t egész szdmokra x +y = z + t,
akkor
oyt 4+
hirom egész szam négyzetének Osszege.
Megoldas:
Az x +y =z +1 feltételbsl x +y — 2 — t = 0, ezért:

PP+ = P+ A P2ty —2—t) =
= 2?42y + P+ a2 — 2w+ 224 a2 — 2t + % =
=(z+y)°+ (@ —2)7+(x—1)>,

és ezt kellett igazolni.
Legyen z +y + 2z = 0 és 2% + y* + 22 = a. Szamitsa ki az
oyt 42t

kifejezés értékeét.

Megoldés:

A feltételi egyenletet négyzetre emelve kapjuk, hogy
>+ + 22+ 2y + 2y + zw) = 0.

Az 2?2 + 2 + 22 = a feltételt felhasznalva adodik, hogy

1
Ty + Yz + 2xr = —§a.

Mivel 22 + y? + 22 = a, ezért (22 + y% + 22)° = a2
Elvégezve a miiveleteket:
o+ oyt + 2t + 2 (2% + yP? + 2%t = a?



1
Masrészt (xy + yz + z:c)2 = ZCLZ, igy

1
22y? + 22 + 22 4 2xyz (Y + o+ 2) = Zaz.
Mivel z +y 4+ 2 = 0, ezért

1
2yt 4t =a2 -2 ZaQ, vagyis

1
x4+y4—|—z4 = —a?.

2
17. Szamitsuk ki a kovetkezs kifejezés szamértékét:
2a—b bHb—a

3a—b  3a1d

ha 10a? — 3b? + 5ab = 0 és 9a® — b? # 0.
Megoldas:

A kiszamitando kifejezést egyszertibb alakra hozzuk:
2a—b+5b—a ~ (2a—b)(3a+b) + (3a—0b) (5b—a)
3a—b 3a+b (3a — b) (3a +b) B
_ 15ab + 3a® — 61
N 9a2 — b2 '

A 10a? — 3b? + 5ab = 0 feltételi egyenletbdl
5ab = 3b* — 10a?,
15ab = 9b* — 30a?, amit beirva a korabban kapott kifeje-

zésbe:
9b*> — 30a* 4 3a® — 6b* 30 —27a* 3
9a? — 6b2 C9a2 b2 T
18. Szamitsa ki az
72
a2 41
kifejezés értékét, ha
o
2?2 +r+1

Megoldas:

Vizsgaljuk a kiszamitandé kifejezés reciprokat!
2?41 , 1 1\°
=+ S 41l=(z+-) L

x x x

A feltételbdl:

?+r+1 1

—— = —, ahonnan
{1

r4+—-—=-—-1

T a



Mivel I = ) 5 , ezért
——1) -1
a
?+r+1 1 o a
T /1 2 1-2a
(_ - 1) 1
a
19. Bizonyitsuk be, hogy ha
a n b n c
b+c¢ a+c a+b
akkor
a? b? c?
+ + =
b+c a+c a-+bd
Megoldas:

Szorozzuk meg a feltételi egyenlgséget (a + b+ c¢)-vel:

a(a+b+c) bla+b+c) cla+b+c
( ), b ) ;< ):(a+b+c)
2b+c , a+c ) a+b
+a+ +0+ +c=a+ b+ c, ahonnan
a+c a
2 2
0 és ezt kellett igazolni.

b+c
a? N b N B
b+c a+c a-+b

20. Hozzuk minél egyszertibb alakra a kdvetkez6 kifejezést:
coS <g — 2a> sin (% — 2a> + sin® 2o

Megoldas:
Az 0sszegzési formuldk és nevezetes szogek szogfiiggvényeit felhasznél-

va kapjuk:
CcOS (g — 2a> sin (g — 2a> +sin?2a =

T oo T T .
= [ cos = cos 2ar + sin — sin 2a> (smgcos 200 — cosgsm 20z> +

1 3 1 3
+sin?2a = (5 cos 2o + g sin 2a> (5 cos2ax — g sin 2a> +

+sin? 20 = = cos? 2 — = sin® 2o + sin® 2o =

_1 2 . 9 _ 4
= (cos 2a0 + sin 2a) =7



21. Szamitsa ki a
sin® z + cos®

értékét, ha sin2x = 0, 2.
Megoldas:

sin® z + cos® z = (sin2 )5 + ((3052 x)g =
2

4 X COS2 x + Cos4 :1:) =

= (sin2 T + cos® x) (sin T — sin
. 2 . 3 )
= (sm2x + cos? x) —3sin’zcos’r =1— é_l ~4sin? xcos® x =

3 3
:1—Zsin22m:1—Z~0,O4:1—0,03:O,97.

22. Hozzuk minél egyszertibb alakra kévetkezs kifejezést:
sinx 4 cos*x — 1

sin®z + cosbz — 1

Megoldas:
Az el6z6 (21.) feladatban lattuk, hogy:

sin®x + cos®z =1 — =sin? 2z = 1 — 3sin® x cos® z,

ezért csak a szamlalot alakitjuk:
) ) 2 .
sin*z+costr—1= (sm2 x + cos? :E) —2sinzcostr—1=
= —2sin’xcos? .

Felhasznalva a kapott eredményeket:

sin*z +cost*z — 1 B —2sin® zcos? x 2
sinz +cosbz—1 —3sinzcos2z 3
23. Bizonyitsuk be, hogy

cos 159 + sin 15° B \/§
cos 150 — sin 150

Megoldas:

3 1
Mint ismeretes cos30° = 5 sin 300 = 3 alkalmazva az addicios

tételeket kapjuk, hogy
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cos 15 +sin15°  (cos 15° +sin 15°) (cos 15 —sin 15%)

cos 159 —sin 150 (cos 150 — sin 159)°

B cos /215° — sin? 15° ~ cos(2-159)
 cos? 159 + sin? 159 — 2sin 15%cos 150 1 —sin (2-159)

V3 V3

2 2 _
== =V3
1— = -
2 2
24. Bizonyitsuk be, hogy ha egy haromszog szogeire

sin o + cos v = sin 3 + cos 3,

akkor a haromszog egyenld szari, vagy derékszogi.
Megoldas:
A feltételi egyenletbdl sina — sin 8 = cos § — cos a, majd az ismert

szorzatta alakitasi formuldkat alkalmazva a kovetkezoket kapjuk:

a+pB . a—p . a+p . -«
2 cos sin = —2sin sin ,
2 2 2
a+p . a=-0p | a+pf . a—p
cos sin — sin sin =0,
2 2 2 2

a—p (COSOH—B sina+6> =

2 2 2
sin —— =0, vagy cos —sina—;ﬁ =0
oz—ﬁ:]m, azaz o — [ = 2km.

Mivel haromszogrél van szo, ezért csak k = 0 lehet, igy ekkor oo = £,
azaz a haromszog egyenld szara. A masik esetben azt kapjuk, hogy:
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26.

11
tgM = 1, ahonnan Oézﬂ =459 azaz o+ = 90°.
Persze, ha egy haromszogben a+ 3 = 90° akkor a haromszog harmadik

szoge 90%-os.

Egy haromszog a, 3, v szogeire 23 = a++y és cos? 8 = sin arsin 7.
Hatarozzuk meg a hdromszog szogeit.
Megoldés:
A haromszdg szogeire o + B + v = 180°, a feltétel szerint 28 = a + v
és 1gy 38 = 180°, ahonnan 3 = 60°.
cos? B = sinasiny alapjan és o = 60° — 6, v = 60° + § jeloléssel élve

le — sin (60° — 6) sin (60° + 5)

1 1 1

g ﬁcosé——sin(S Ecosd—k—siné ,
4 2 2 2 2

r 3 . 9

1—4008 ) sin” 0,

Mivel haromszogrsl van szo ezért csak § = 45° lehet.
A haromszog szogei: 15°, 60° és 105°.

Az r sugart kor egymaésra merdleges atméréi AE és BF. Legyen
C az E'F koriv bels6 pontja. BC az AE—t (Q—ban, az AC a BF —et
P —ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy APQ B négyszog teriilete r2.
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27.

Megoldas:
Jeloléseket az 4bra mutatja. Legyen OP =z, OQ = y.
B
|2
r
A a

A keriileti és kozépponti szogek tételét felhasznalva
20+ 28 = 90°, melybdl B = 45° — a.

1 —tga

tal3 =
9p T tga

r=r-tga; y=r-tgp.
Az ABPQ négyszog atloi egymasra merGlegesek, ezért teriilete az at-

16k szorzatanak fele, vagyis

AQ'BP: (r+y)(r+z)

T —
ABPQ 5 5
1 —tga 2r
=7r(l+tga); =r(l = .
r+x=r(l+tga); r+y 7’< +1+tga) Tt iga
A kapott Osszefliggéseket felhasznalva:
141t 2
Tapop = r —; 99) | : —i—Zga =72 és ezt kellett igazolni.

Az ABC héaromszog A—bdl induld silyvonala az A —nal 16v§ sz6-
get 15° —o0s és 30° - os részekre osztja. Mekkordk a haromszdg hianyzo

szogei?
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Megoldas:

B

Hasznaljuk az abra jeloléseit. Ismert, hogy a silyvonal felezi a harom-
sz0g teriiletét, ezt felhasznélva kapjuk:
c-s-sinl5’  b-s-sin30°

) 2 2
Atrendezés utan:

i 0 2sin 15° 159
c _ s%n30 _ sin .5 cos 15 908 150,
b sin1h0 sin 150

Masrészt a szinusztétel alapjan:

¢ sinvy
b sinf
Mivel B+~ = 135% ezért = 135" — 3.
Az el6z6ket figyelembe véve a két kifejezést Osszevetve:
sin (135° — 3)
sin 3
sin 135° cos 3 — cos 135° sin 3
sin 3

= 2cos 15°,

=2cosf

2
g (ctgB + 1) = 2 cos 15.
2
% (V3+1).
Ez utébbit felhasznalva ctgB = /3, ahonnan § = 30° és igy mar
v = 105° kévetkezik.

Konnyen igazolhato, hogy cos 15° =
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28.

29.

30.

Elemi szamelmélet

A 16958 és 62280 szamokat egy természetes szammal osztva ma-
radékul 32—t, illetve 1 —et kapunk. Mi lehetett az oszt6?
Megoldas:
Legyen a kozos osztod n. A feltétel szerint vannak olyan p és g pozitiv
egészek, amelyekre:
16958 = n - p + 32, illetve 62280 = n - ¢, ahonnan:
n-=16926 =2-3-7-13-31
n- = 62279 = 72 .31 - 41.
Ebbdl a legnagyobb kozos oszto: 7 - 31
Mivel az 0szt6 nagyobb a maradéknal, ezért n =7 - 31 = 217 lehet.

Bizonyitsa be, hogy
17° +24* — 132

kifejezés oszthatd 10— zel.

Megoldas:

Elég megmutatni, hogy a kifejezés nulldra végzédik. Ezért a végzédé-
seket fogjuk vizsgalni.

175 =17 - (172)2 alakbol leolvashato, hogy a hatvany végzédése 1 és
ha ezt a szamot 17-tel szorozzuk, akkor a végz&dés 7 lesz.

24% = (242)” szamban a hatvany végzddése 6 és ha két 6-ra végz6ds
szamot Osszeszorzunk, a végzGdés ismét 6 lesz.

gy 17° + 24* végzédése 7 + 6 = 13 miatt 3.

1321 = 13- 1320 = 13- (13%)” szam esetében a hatvany 1-re végz6dik,
és ha 13-mal szorozzuk, akkor 3 lesz a végzideés. Igy keresett kifejezés

végzddése 3 — 3 = 0 miatt 0.

Hatarozzuk meg a kovetkez§ kifejezés utolsd szamjegyét:
1957 — 87"
Megoldas:

Elég a hatvanyok végzddését vizsgalni, amit az utolso jegy hatvanya-

nak végzidése ad.
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15

A 9 hatvanyainak végzddeései: 9;1;9;1;. ..
A paratlan kitevsjtiek 9-re végzédnek, ezért 1987 vegzidése: 9.
A 7 hatvanyainak a végzdédései: 7;9;3;1;7;9;3;1;...
Négyes csoportok ismétlédnek. Mivel 19 = 4 -4 + 3, ezért 8719 végz6-
dése: 3.
fgy mar adodik, hogy
1987 — 8719 végzodése: 9 — 3 = 6.

Milyen maradékot kapunk, ha 6617 —ent elosztjuk 7 —tel?

Megoldas:

Alakitsuk at egy kicsit a bizonyitandé kifejezést:
6617 = (66'7 — 317) 4 317,

Ismert, hogy (66'7 — 3'7) oszthato az alapok kiilonbségével, azaz

66 — 3 = 63 -mal, ami viszont oszthatd 7-tel. Ezért elég csak 317

maradékat vizsgalni.

3 hatvanyainak 7-es maradékai 6-os periddussal ismétlgdnek:
3;2;6;4;5;1;3;2;6;4;5;1;. ..

Mivel 17 = 2 -6 + 5, ezért a maradéka - és igy az egész kifejezés 7-es

maradéka - 5.

Bizonyitsuk be, hogy
2164_340_'_539_’_2‘47

kifejezés oszthatd 10 —zel.
Megoldas:
Mivel 10 =2 -5 és (2;5) = 1, ezért elég megmutatni, hogy a kifejezés
oszthato 2 — vel és 5 — tel. Mivel két paratlan szam Osszege paros, igy
a 2 — vel val6 oszthatdsag nyilvanvalo.
Az 5 — tel valo oszthatosag szempontjabol csak 2164340 4-2.47 érdekes.
Kifejezésiinket atalakitjuk a kdvetkezd modon:

916 4 340 | 9. 4T — 916 4 340 4 915 _ 3. 915 | 340 _ 3915 4 339)
2 hatvanyainak az 5 — 0s maradékai: 2;4;3;1;2;4;3;1...
Figyelembe véve a 4 — es periodust 2'° 5 — 6s maradéka: 3, ugyanis
15=3-4+43.
3 hatvanyainak az 5 — 6s maradékai: 3;4;2;1;3;4;2;1...
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33.

34.

35.

Mivel ez is 4 — es periodust mutat 3%° 5 — s maradéka: 2, mert itt
39=9-4+3.
Tekintettel arra, hogy Osszeadasnal a maradékok 6sszeadodnak, ezért

a zardjelben 1évé kifejezés oszthato 5 — tel.

Bizonyitsuk be, hogy

217 425 — 1
Osszetett szam.
Megoldas:
Tekintsiik a kdvetkezd atalakitasokat:
217 425 — 1 =274+ 14+25-2=217T4+ 1174+ 30
Ismert, hogy 2'7 + 1'7 oszthaté az alapok Osszegével, azaz 3 — mal,
30 is oszthatd 3 — mal, igy a kifejezésnek van valodi osztdja, tehat

osszetett szam.

Bizonyitsuk be, hogy 35 — 20 oszthato 11— gyel.
Megoldas:
Itt is leggyorsabb a hatvanyok 11 — es maradékainak a vizsgalata!
3 hatvanyi esetében: 3;9;5;41;3;...
Figyelembe véve, hogy négy a periodus, 2°° 11 — es maradéka 1.
2 hatvanyainal: 2;4;8;5;11;9;7;3;6;1;2;4...,itt 10 a periodus. emi-
att 269 szam 11 — es maradéka szintén 1. Ezért a két hatvany kiilonb-
sége oszthato 11 - gyel.
Megjegyzés: A feladat tgy is megoldhatd, hogy a hatvanyozés azo-
nossagaival szorzatta irjuk a kifejezést:
(315)4 _ (215)4 _ [(315)2 + (215)2} . [(315)2 _ (215)2 _ (915 + 415).
[(95)3 — (45)3] =. Ismer, hogy két kobszam kiilonbsége oszthato az
alapok kiilonbségével, ezért itt elegendd csak a 9° — 4° kifejezést vizs-
galni.
95 — 45 = (35)% — (25) = (35 4+ 2°) (372%) = (243 + 32) (243 — 32) =
=11-25-211.

Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szam, akkor az
A=2+43" 2" 4 6n

oOsszetett szam.
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Megoldas:
A=243"4+2" 46" =242.2" 437 42" 3" =
=2(14+2")+3"(1+2") =(1+2")(2+3").

Mindkét tényezd 1 — nél nagyobb természetes szam, ezért az A két

valodi osztojanak a szorzata; vagyis Osszetett szam.

Bizonyitsuk be, hogy ha n pozitiv egész szam, akkor
25m* +9n? + 1
mindig Osszetett szam.
Megoldas:
25nt +9n2 +1 =250 + 1002+ 1 —n? = (5n+1)° —n? =
=GB +n+1)(5n?+1—n)
A feltétel miatt mindegyik tényezs egynél nagyobb egész, vagyis valodi

osztok. Igy a kifejezés valoban Osszetett szam.

Hatarozzuk meg azokat a 3n + 1 alakt természetes szamokat,
amelyek oszthatok 5 tel.
Megoldas:
3In+1=3n—-9+10=3(n—3)+ 10.
Mivel 10 oszthatd 5 — tel, ezért 3n + 1 is oszthato lesz, ha n — 3 = 5k
alak.
fgy 3n+1 =35k +10 = 15k + 10 alaktak lesznek 5 — tel oszthatok.

Bizonyitsuk be, hogy ha p 3 -—nal nagyobb primszam, akkor tet-

szGleges n természetes szamra
A=p*>+3n+2
osszetett szam.
Megoldés:
Ha p > 3 és prim, akkor 3k + 1 vagy 3k — 1 alaki. Ebbdl kévetkezik,
hogy p* harmas maradéka 1 azaz p?> = 3a + 1 alakba irhato.
A=p*+3n+2=3a+14+3n+2=3(a+n+1),

ahonnan kovetkezik, hogy A > 1 és oszthaté 3 — mal, ezért Osszetett

szam.

Bizonyitsuk be, hogy ha x 3 —mal nem oszthat6 természetes szam,
akkor
A=1+4+2"4+4"
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40.

oszthato 7-tel.
Megoldas:
Ha x 3—mal nem oszthato, akkor 3k + 1 vagy 3k + 2 alaka.
Ha x = 3k + 1 alaku, akkor
2t = Pl — 9.8k = 92(7T4+ 1) =2(Ta+1) =2-Ta +2,
azaz a kifejezés 7 — es maradéka 2.
47 = 43R — 4 64F =4 (634+1)" =4(630+1) =4-7-9b+4,
azaz a kifejezés 7 — es maradéka 4.
A leirtakat figyelembe véve A maradéka 7 — tel osztva: 1 +2+4 =17,
ami azt jelenti, hogy oszthatd 7 — tel.
Ha x = 3k + 2 alaku, akkor
2T — 232 — 4. gk — 4 (T4 1)  =4(Te+1=4-T+4),
azaz a kifejezés 7 — tel osztva 4 maradékot ad.
4% = 43642 = 16 - 64% = 16 (63 + 1)k:16(63d +1) =16-63d + 16,
azaz ennek a kifejezésnek a 7 — es maradéka 2.
Ebben az esetben is A oszthat6 7 — tel, mert a maradékok Osszege
most is 1 +4+4+2=7.
Megjegyzés: A feladatot ugy is megoldhatjuk, ha egybdl a kifejezés
7 — es maradékat vizsgaljuk!
2% maradéka sorra: 2;4;1;2;4;1;...
4% maradéka : 4:2;1;4:2;1;...
Eszrevehetjiik, hogy az 1 — es maradék mindkeét esetben akkor 1ép fel,
amikor = 3 tobbszorose, egyébként az egyik maradéka 2, a méasiké 4
és forditva. Tehat A osztasi maradéka 1+ 2+ 4 minden esetben, azaz
oszthatd 7 — tel. Az is lathato, hogy ha x 3 t6bbszordse, akkor nem
oszthat6 7 — tel, mert ekkor a maradék 1+ 1+ 1 = 3.

Bizonyitsuk be, hogy ha n 3 mal nem oszthato6 természetes szam,
akkor
A=14n*+3"+nt
oszthato 6 —tal.
Megoldas:
Konnyen lathato, hogy barmely n természetes szdmra A paros és igy
2 — vel oszthaté. Elég megmutatni, hogy A oszthatoé 3 — mal is.

A 3 — mal val6 oszthatosag szempontjabdl mér csak a 3" — t6l kiilon-
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boz6 tagokat kell vizsgalni.

a4+ l=m2+1"—n?=m2+n+1)(n%—n+1).
A feltevés miatt n = 3k + 1 vagy n = 3k — 1 alak.
Ha n = 3k + 1 alakd, akkor n? +n + 1 oszthaté 3 — mal, ezért A is
oszthat6 3 — mal.
Ha n = 3k — 1 alaki, akkor n? —n + 1 oszthaté 3 — mal, azaz A is
oszthato 3 — mal.
Mivel A oszthato 2 — vel is és 3 — mal is és (2;3) = 1, ezért A oszthato
6 — tal.

Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szam, akkor
n® —5n3 — 6n
oszthato 10— zel.
Megoldas:
Tekintsiik a kovetkezs atalakitasokat:
n® —5n — 6n = nd — 5nd + 4n — 10n
Elég megmutatni, hogy n® — 5n3 + 4n oszthato 10 — zel.
n®—omP+4n=n(n*—-5m?*+4)=nn?*—-4)(n*-1) =
m—2)(n—1nn+1)(n+2).
Ot egymast kovets egész kozott biztosan van 2 — vel és 5- tel oszthato.
Mivel (2;5) = 1, ezért a szorzat oszthato 2 -5 = 10 — zel.

Legyenek a és b egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy az
A=5a+3bés B=13a+8b
szamok legnagyobb kozos osztoja megegyezik a és b legnagyobb kozos
osztojaval.
Megoldés:
Legyen A és B legnagyobb kozos osztoja d; d = (A; B).
Mivel (5;13) = 1, illetve (3;8) = 1, ezért d| (5B — 13A), illetve
d| (84 — 3B) is igaz.
5B — 13A = 65a + 400 — 65a — 39b = b; vagyis d|b.
8A — 3B = 40a + 24b — 39a — 24b = a; vagyis d|a.
Ebbdl vildgos, hogy d kozos osztdja a — nak és b — nek.
Azonban d — nél nagyobb kozds osztojuk nincs is, mert ha volna,
akkor A — nak és B — nek is koz0s osztoja volna és igy d nem lenne a

legnagyobb.
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43.

44.

45.

Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szam, akkor a

n®>+3n+3

. n+1
tort nem egyszer(isithetd.

Megoldas:
Tekintsiik a kovetkezd atalakitast:

n”*+3n+3 (n+1)(n+2)+1
= =n+2+ .
n—+1 n—+1 n—+1

Mivel az

7 tort nem egyszerisithetd, ezért az eredeti szam sem.

Bizonyitsuk be, hogy barmely n egész szamra

n?+3n+5
nem oszthato 121 —gyel.
Megoldés:
Tegyiik fel, hogy van olyan k egész, amelyre

n? +3n +5 = 121k, azaz

n*+3n+5— 121k = 0.
Ha valamely k£ — ra lenne egész gyoke az n — ben masodfokd egyen-
letnek, akkor az egyenlet D diszkriminansanak teljes négyzetnek kell
lenni.

D=9-4(5—-121k)=4-121k — 11 = 11 (44k — 1).

Mivel 44k — 1 méar 11 — gyel nem oszthato, ezért D nem lehet teljes
négyzet. A felirt egyenlGség nem allhat fenn, azaz a kifejezés nem
lehet 121 — el oszthato.

Bizonyitsuk be, hogy

221...22+433...3%2=11...1
—_— ——

n db n db 2n db
Megoldés:
2 10" —1
222...22=2-111...11 =—=-999...99 =" —12. )
n db. n db n db
10" —1
Hasonl6é moédon: 333...33 = 0 .
\—v—/ 3

n db
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210" - 2410 —2-10" +1

221...22+33...3%
—_—— Y=

9
n db n db
102" —1 , . .
= —— =111...11 és ezt kellett igazolni.
9 ——

2n db

A 14641 egy természetes szam negyedik hatvanya. Bizonyitsuk
be, hogy ha a szamjegyek kozé mindenhova ugyanannyi nullat be-
irunk, akkor ismét olyan szamot kapunk, amely egy természetes szam
negyedik hatvanya.

Megoldés:
Tegyiik fel, hogy n darab nullat frunk 2 — 2 szamjegy kozé, igy a
kovetkez6 A szamhoz jutunk:

A=100...0400...0600...0400...01
—— Y~ Y~ Y~
n db n db n db n db

A=10""44-107+° +6- 1072 44 - 10" + 1 =
= (10™) 44+ (10"’ 46+ (10+1)° 4 4. 10" 1 =
= (10n +1+1)*, amit igazolni kellett.

Bizonyitando, hogy

111...1-100...005+1
n db n+1 db

egy természetes szam négyzete.
Megoldas:
Irjuk fel témérebb formaban!
1
111...1-100...005+1 = 5(10 —1)(10"+5)+1=

—
n db n+1 db
10— 10" 4+5-10" =549 (1072 +4-10" +4
(10" +2
= 5 .

A kapott szdm egész, ugyanis 10™ + 2 olyan, hogy szamjegyeinek az

Osszege oszthatd 3 — mal.
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Masodfoktra visszavezethet6 egyenletek; a

gyokokkel kapcsolatos feladtok

48. Oldjuk meg a val6s szamok halmazan a kévetkezd egyenletet:
x2+i+1 m—l -5=0
x? 2 x B
Megoldés:

1 1
Legyen z — — =y, ekkor ? + — = y? + 2, igy egyenletiink:
x x
5 1
Yy + 2+ §y —5= 0,
2y +y — 6= 0;

—1+1+48 —1+£7
4 4

Y12 =

3
Y=g Yo = —2.

1 3 1
rT——== illetve r——= -2
x 2 x
202 — 32 —2 =0, 2?2+ 22 —1=0;
3Ev9+16 3£5 —2++4+4
T12 = = ; Tgy = —————— = -1+ 2.
’ 4 4 ’ 2
1
Ty =2 952:—5, $3=—1+\/§; 9342—1—\/i
49. Oldjuk meg a val6s szamok halmazan a kévetkezd egyenletet:
x—49+x—50 49 n 50
50 499  z-50 x—49
Megoldas:
—49 — 50
Legyen L 0 - u; z = v, ekkor az egyenletiink szerint:
1 1 wu+w
utv=—+-—= ;
U Ul uv
(u—l—v)(l——):0,ah0nnanu+v:O, w =1,
uv
_4 _ 4 _
és igy v =49 + i illetve (z = 49) (z = 50) =1

50 49 =0’ 49 - 50 ’
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497 — 492 + 50z — 50% = 0; 22— 992 =0

99z = 4901 z(x—99=0);
4901
xl:@ Ty = 0; x3 =99.
Oldjuk meg a val6s szamok halmazan a kévetkezd egyenletet:
T+ 2 2+ -2\ 5 x2—4_0
x—2 z—1 2 22-1
Megoldas:
z+2 2+ r—2\" 5 42 -2
T —2 r—1 2 r+1 z—-1
2 -2
Legyen rre ; i = v, ekkor egyenletiink:
r+1 r—1

5)
u? + 0% — —uv = 0.
Feltehets, hogy v # 0, mert ha v = 0 lenne, akkor u = 0 kdvetkezne,

ami lehetetlen. Ezért eloszthatjuk az egyenletet v? — tel:

() ()

<;>1:2; .-

T+ 2 SB—1_2. T+ 2 x—l_l_

x+1 z—2 7 r+1 -2 2

22— 31z —2=0; 224+ 32z —2=0;
3+ V17 3—V17 —3+ 17 -3 —+17
R e T N T

Ellenérizhets, hogy az egyenletnek 4 megoldasa van.

Legyenek p; p1; ¢; q1 olyan valos szamok, amelyekre p-p; = 2 (q+ ¢q1) .
Bizonyitsuk be, hogy az
2 +pr+qg=0és2+pr+q¢ =0
egyenletek koziil legalabb az egyik megoldhat6 a valés szdmok halma-

zZan.
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93.

Megoldas:
Az 2% + px + ¢ = 0 egyenlet diszkriminansa: D = p? — 4q;
Az 2% + pi1z + q1 = 0 egyenlet diszkriminansa: Dy = p? — 4qq;
D+ Dy =p"+pi—4(g+aq).
Ap-pr=2(q+ q) feltételt felhasznalva:
D+ Dy =p*+pt—2p1=(p—p)° > 0.
A D + D; > 0 relaciobol kévetkezik, hogy vagy D > 0, vagy Dy > 0,
vagy mindkettd nemnegativ, ami éppen azt jelenti, hogy legaldbb az

egyik egyenletnek valos gyokei vannak.

Az 22 + ax + 1 = b egyenlet gydkei pozitiv egész szamok. Bizo-
nyitsuk be, hogy a? + b? Ssszetett szam.
Megoldés:
Az 2% + ax + 1 — b = 0 egyenlet gyokei legyenek x; és x,.
A Viéte — formulak alapjan:
a=—(x1+z2); b=1— x29.

B+ = +x)+ (1 —am)’ =2+ 2222+ a2 +1=

=22 (1423)+ (z3+1)=(1+22) (1+23).
A feltevés szerint 1422 > 2 és 1+ a2 > 2 és egészek, ezért a® + b* két

valodi osztojanak a szorzata, vagyis Osszetett szam.

Hatarozzuk meg az
2y —a2? + 2y —x+2y=1
egyenlet azon (z;y) megoldasat, amelyekre y maximalis.
Megoldés:
Rendezziik = szerint az adott egyenletet:
(y—1Da’+2y—1)a+ 2y —1)=0.
A kapott x — ben masodfoku egyenletnek csak akkor van valés meg-
oldéasa, ha a diszkriminansa: D > 0.
D=(2y—1)°"-4@2y—1)(y—1)>0;
(2y —1) (3 —2y) = 0;
2y —1)(2z —3) <0.

3
Az egyenléStlenség megoldésa:

3
<y<;,ési mar — o*
_y_27 18y Y 9

1
5ac2+2;z:+2:0, 2 +4r+4=0, (£427=0 x=-2
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Hatarozzuk meg mindazon valos értékeket, amelyekre az aldbbi

egyenletnek két kiilonb6z6 pozitiv gyoke van:

t?—2(a—2)z+a*—2a—3=0.
Megoldas:
Két kiilonb6z6 valés gydk akkor van, ha az egyenlet diszkriminansa:
D > 0.

D=4(a—2)"—4(a®—2a—3)=4(7—2a).

D >0, ha 7 —2a > 0, ahonnan a < 3,5. (1)
Ha az egyenlet gyokeire x1 > 0 és xo > 0, akkor zy + x5 > 0 és
129 > 0.
A Viéte — formuldk szerint:

r1 41 =2(a—2);

129 = a® — 2a — 3.

a—2>0ésa’—2a—3>0;

a>2 é (a+1)(a—3)>0;

a>2 és a<—1 vagy a> 3.
A két egyenlGtlenség egyszerre igaz, ha a > 3. (2)
Az (1) és (2) alapjan kovetkezik, hogy 3 < a < 3,5.

A p paraméter mely értékeire lesz az
2 +2(p+1)2x+9—-5=0
egyenlet mindkét gyoke negativ?
Megoldas:
Az 22 +2(p+ 1)z + 9p — 5 = 0 egyenletnek valos gyoke csak akkor
van, ha a diszkriminénsa: D > 0.
D=4(p+1)%—4(9p —5)>0;
p? — Tp + 6 > 0, ahonnan:
p>6 vagyp<1l (1)
A Viéte — formulak szerint:
1 +xo=—(p+1); v129 =9p — 5.
Ha z1 <0 és x5 < 0, akkor 1 + 22 <0 és x125 > 0.
—2(p+1<0) és 9p — 5 > 0;

p>—1és p> g’ ahonnan p > 9 (2)

5)
(1) és (2) alapjan: 9 <p<1vagy p=>6.
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28.

Az a paraméter mely értékeire lesz a
(2a+1)2*—ar+a—2=0
egyenletnek két olyan valés gyoke, melyek koziil az egyik kisebb, a
masik nagyobb 1-nél?
Megoldas:
Tekintsiik az ~ f(x) = (2a + 1) 22 —az+a— 2 masodfoki fiiggvényt.
Ha 2a+1 > 0, akkor a grafikon egy felfelé nyilo parabola. Ha az egyik
gyok 1 — nél nagyobb, a masik 1 — nél kisebb, akkor f(1) < 0, azaz:
20+1—-a+a—-2<0,
2a < 1

1 1
a<§és2a+1>0,azaza>—§.

1 1
A két egyenlGtlenség egyszerre igaz, ha —= < a < —.

2 2
1 1
Ha viszont 2a + 1 < 0, azaz a < —g5 akkor f(1) > 0, azaz a > 5 ami
. 1 1
a feltevéssel ellentétes. Igy az a — ra vonatkozo feltétel: —3 <a< 3

Milyen p—re lesz a
(p—2)2* —2pr+p—1=0

egyenlet mindkét gyoke pozitiv?
Megoldas:
A (p—2)2* —2px + p — 1 = 0 egyenlet valos gyokei léteznek, ha a

diszkriminans: D > 0.

D=4’ —4(p—1)(p—2) > 0;

3p—22>0, p2§ (1)
A Viéte — formulakat felhasznélva:

b és N L

p—2>0 p—2>0’

p > 2 vagy p<0ésp>2 vagy p <1,
ahonnan p<0 vagy p>2 (2)
(1) és (2) alapjan:  p > 2.

Az z,y, z valos szamok eleget tesznek az
r? +3y* + 2% =2
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egyenletnek. Mekkora lehet a 2x + y — 2 kifejezés legnagyobb értéke?
Megoldas:
Legyen 2x +y — z = t, ahonnan z = 2z 4+ y — ; az egyenletbe helyet-
tesitve kapjuk:

2432+ e +y—1)° =2

S5r2 +4(y—t)w+4y* — 2ty +t2 —2=0.
Az egyenlet diszkriminansa:

D =16 (y —t)* — 20 (49> — 2ty + 1> — 2).
x — re valos gyok scak ugy lehet, ha D > 0, azaz:

4¢% — 416 (1 — 10) > 0;

2 — 16t + 160 > 0;

15t < 160;

2 < 27 ahonnan tmazr = g
3 3
Hatarozzuk meg a legkisebb z értéket, amelyre léteznek olyan y
és z szamok, melyek eleget tesznek az alabbi egyenletnek:
2?2+ 22+ 2y —xz—yz =1
Megoldas:
Az adott egyenletet z szerint rendezziik:
2—(r+y)z+22+2°+ay—1=0.
Valos gyoke csak gy lehet, ha az egyenlet diszkriminansa D > 0.
D= (z+y)" —4(@®+2y° +ay—1) > 0;
22+ 2xy +y? — 42? — 8y? — 4xy +4 > 0;, amit Atrendezve:
Ty* + (22)y + 322 — 4 < 0.
Ennek az egyenlGtlenségnek y — ra van megoldasa, ha a baloldalnak
van zérushelye, azaz a
Dy = 42® — 28 (32% — 4) > 0;
22— 21z +28 >0, ahonnan 2?2 < g;

J— 5'
7

Az x legkisebb értéke: x = — £
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Egyenletrendszerek

Oldjuk meg a valds szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:

(x4+y)(z+y+2) =18,
(y+ 2) (x+y+ 2z) = 30,
(z+x)(r+y+2z) =24

Megoldés:

Az egyenleteket Osszeadva:
2 4+y+2)(x+y+2) =72
(z+y+2)° = 36;
T +y+ 2z = =+6.

Ha x + 1y + z = 6 akkor az egyenletrendszer

r+y=3,
y+z=75,
z+x=4.

Ekkor a megoldas: xy =1; y; =2; 2z, = 3.
Ha r 4y + z = —6 akkor az egyenletrendszer

r+y= -3,
y—f—z:—5’
z+x=—4.

Ekkor a megoldas: xo = —1; yo = —2; 20 = —3.
Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:

20 +2yz —4x +1=0,

2u* + 21z — 4y +1=0,

222 4 20y —42+1=0.
Megoldas:

Az egyenleteke Gsszeadva és megfelel§ csoportositassal adodik, hogy
(z+y—1°+y+2—112+GE+z-1)7>=0,
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ami csak gy lehet, ha

r+y—1=0,
y+z—1=0,
z+x—1=0.

Az egyenletek Osszeadéasaval a kovetkez6 adodik:

3
2(x+y+z) =3; r+y+z=-—.

2
1
A megoldas: T=y=z=3.
62. Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:
2+ Y =19,
yr? — xy* = 6.

Megoldas:
Az egyenletbdl leolvashato, hogy zy # 0 és x # .
Egyenleteinket atalakitva:

(z—y) (2®+2y+y°) = 19}
zy (x —y) = 6.
Az els6 egyenletet a masodikkal elosztva:

2% + xy + y? 19

xy 6’
13
y x 6
2
13
(f) __(f)+1:0, ahonnan:
y 6 \y
r 3 x 2
y 2z 3

3
Ha - 2 akkor x = §y, és igy az els6 egyenlet alapjan
Yy

27 .
gy?’ —y? =19, ahonnan 3 =8, y=2; v =3.

2 2
Ha o —, akkor x = -y,
y 3 3
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63. Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:

2 —y? =3,
2+ oy +yt=T.
Megoldas:

Az els6 egyenletet 7 — tel, a masodikat 3 — mal szorozzuk, majd egy-

mésbol kivonjuk Gket!

72? — Tyt =21
32% + 3zy + 3y = 21.
422 — 3xy — 10y2 =0

Feltehetd, hogy y # 0, ezért y? — tel szabad osztani és igy

2
++V1 +1
4<x> 3% 19— v 3+£V169 3413

y Y y 8 g8 '’

4
T =2y vagy Y= —gx.

Az els6 egyenletet felhasznélva:

16
A2 — 2 = 3 2 2V 2 _ q.
oy =3 oo gt =3
y? =1, 92% = 3 - 25;
5vV3
3
64. Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:

-y 4+ —1=0,
v —2*+y—1=0.

Megoldas:
A két egyenletet egymasbol kivonva:
PPy rr—y=0;
(r—y) @ +ay+y*+ar+y+1=0);
y=xvagy v’ +(y+ 1o+ (P +y+1)=0.
Az utébbi egyenlGség viszont nem allhat fenn, mert x — re valos gyok



65.

66.

31

csak akkor van, ha a diszkriminans:
D=(y+1)" =4y +y+1) > 0;
P2+ 1 -4y —dy—4>0
3y 42y + 3 <0.

Ez az egyenlGtlenség viszont soha sem teljesiil, mert az egyenl@ség sem

all, ugyanis D1 =4—-4-9 <0.

Ha y = x, akkor
22—+ —-1=0;
?(x—1)+ (x—1)=0;
(z—1)(z2+1)=0.

Csak x =1 lehet és ekkor y = 1 kovetkezik.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:
? +yt 427 =3,
Ty +xz +yz = 3.
Megoldés:

A két egyenletbdl kovetkezik, hogy
22+t =ay o+ yz
202 4 2% 4 22% = 2oy + 222 + 2y2
2?2 =2y +yt+a? -2z + 22+ —2yz+ 22 =0
(e =y’ +@=2)"+(@y-27"=0
A kapott egyenlet akkor és cak akkor allhat fenn, ha z =y = 2.
Az els6 egyenletbdl ekkor a kovetkezdt kapjuk:
2cm 322 = 3 és igy v = *£1.

A megoldas: x1 =y; =21 =1 vagy x9 = yo = 20 = —1.
Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:
Ty +x+y=3,
yz+y+ 2z =28,
zx+z+x =15.
Megoldas:

Az egyenletek mindkét oldaldhoz 1 — et adva, majd szorzatta alakitva

kapjuk, hogy:
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(x+1)(y+1)=4
(y+1)(z2+1)=9
(x+1)(z+1)=1

6.

A kapott egyenleteket Osszeszorozzuk:
(z+1)P2y+1)°(z+1)7=4-9-16;
(x+1D)(y+1)(z4+1) ==+ 24.

Ez utobbit egybefogva az egyes egyenletekkel:

5 1
1= =55 =0
11 5
2= 2T o5 2T —T.
67. Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:

ot + 2%y + y* = 133,
v —ay+yt =1

egyenletrendszert.
Megoldés:
Rendezziik a masodik egyenletet, majd négyzetre emeljiik:
> +y+2="T+uwy
ot 4+ 22y + oyt +ay? = 49 + 1day + 22y?
T
133 =49 + 14y
84 = l4xy, ahonnan xy = 6, mellyel a méasodik egyenlet:
> —6+1y*="T.
A kapott eredményekbdl:

2? +y? =13,
2@y = 12.
A két utobbi egyenlet Osszeadésaval, majd kivonasaval:
(z+y)* =25 illetve (x —y) =1,
(z +y) = £5; r—y==l
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T+Yy=>5 T+Yy=2>5 T+y=-5 T+y=-5

2r = 6 20 =4 20 =—4 20 = — 6
£U1:3 .7}2:2 .733:—2 I4:—3
Y1 =2 Yo =3 ys=—3 Yg = — 2

Bizonyitsuk be, hogy az

x3+y3:2’
?+ay+yt—y=0

egyenletrendszernek nincs valés megoldasa.

Megoldés:

Vizsgaljuk a masodik egyenletet x — re, majd y — ra:

x — re valos gyok csak akkor van, ha diszkriminans nemnegativ, azaz:
Dy=y*—4(y’ —y) =4y —3y> > 0.

Az egyenlétlenség megoldéasa: 0 <y < %
y — ra valos megoldas csak akkor van, ha az
v —(1-—2)y+22=0
egyenlet diszkriminansa is nemnegativ, azaz:
Dy=(1—2z)—42% =322 - 22+ 1> 0;
322 +2x—-1<0.
Ennek az egyenlGtlenségnek a megoldasa: — 1 < x < 1
Az x és y maximalis értékét tekintve, az elsG egyenlet baloldala:
1 1649
T 9 27

ezért valoban nem lehet megoldas.

2

)

Oldjuk meg a val6s szamok halmazan:
r+y+z=6,

22 4y + 2% = 14,
2?4y 4 23 = 36.



34

Megoldas:
Legyen P(t)=(t—a)(t—y)(t—2z)=t3+pt®>+qt +7.
A Vite-formulak szerint:
p=—(r+y+z)=—6;
(r+y+2)?’—a®+y>+22 36-14
2 2

q=2ry+yz+zr = 11;

q¢(r+y+2)=0q,
D (952 + y2 + 22) = 14p,
2? +y° + 2° = 36.
Adjuk Ossze a kapott egyenleteket!

(2 + px® 4 qx) + (v° + py® + qu) + (2° + pz* + qz) = 6¢+14p+36
Mivel P(z) = P(y) = P(z) = 0, ezért a zardjelben 1évs kifejezések
mindegyike — r, igy a kovetkez&t kapjuk:

— 3r=66+14- (— 6) + 36
— 3r =18; r=—206
A 3 —6t2+ 11t — 6 =0 egyenlet megoldasai éppen z; y; 2.
3 — 12 — 5% + 5t + 6t — 6 = 0;
t2(t—1)=5t(t—1)+6(—1)=0;
(t—1)(t*=5t+6)=0
t—1)(@t—-2)(t—3)=0
ti=1; to =2; t3 = 3.
Az egyenletrendszer megoldasai: (x; y; z) alakban:
(1;2;3); (1535, 2)5 (25 15 3)5 (25 35 1)5 (35 15 2)5 (352 1).
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Irracionalis egyenletek

Az alabbi feladatok mindegyikében a megoldasokat a valos szamok

halmazan keressiik.

V2+x+V2—z _ 3
V2+a2—V2—2x
Megoldas:

Fel kell tenni, hogy — 2 <z <2 és x # 0.
V2¥z2+V2—2=V3V2+2z—-V3/2—x
(1+\/§)\/2—x:(\/§—1)\/2—|—x

Mindkét oldalt négyzetre emelve:
(4+2v3)(2—) = (4—2V3) (2 +2)
44/3 = 4x, r=1/3.

Behelyettesitéssel igazolhato, hogy valoban megoldés.

VIi+243V20 -5+ Ve —2—25—5=22

Megoldés:
Legyen y = +/2x — 5, ahol y > 0. Ekkor:

1
y2:2x_5; y2+1:2x—4:2(l’—2); $_2:§<y2+1>

1
P H9=204+4=2(+2); z+2=50+9).

A kapott Osszefiiggések alapjan egyenletiink a kovetkezd:

1 1
\/§(y2—|—9)+3y+ §(y2+1)—y:2\/§.

VYR 46y +9+ 12 —2y+ 1 =4

V3 V-1 =4

ly+ 3|+ |y — 1| =4, megoldasa: — 3 <y <1.
Mivel y > 0, ezért csak 0 < y <1 lehet, ahonnan

0<vV2r—5<1;
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72.

73.

0<2r—-5<1;

5 < 2x <6, ahonnan: 2,5 <z < 3.

Vi — 6 — 9z + 62 —9=16

Megoldés:
Fel kell tenniink, hogy x > 1, 5. Szorozzuk meg az egyenletet /6 — tal!

V62 — 6362 — 9+ /62 + 63/62 — 9 = 6;

V6 —9— 662 —9+9+ /62 —9+6y6x—9+9 = 6;
V(B —9-3)" +/(vor —9+3)" =

|vV6x —9 — 3| + 6x — 9+ 3 = 6;

|v/62 —9 3|+\/6x— =3;
Ha 1,5 <z < 3, akkor v/6x —9 — 3 <0, igy az egyenletiink:

3—+v6x —9+ 462 —9 =3, ami minden 1,5 < z < 3 esetén teljesiil.
Ha z > 3, akkor /6x — 9 — 3 > 0, igy az egyenletiink:

V6 —9—3+ 61 —9=3;

v6x —9 = 3, ahonnan x = 3 kovetkezik.
Osszefoglalva, az egyenlet megoldasa: 1,5 < 2< 3.

VIT=2% = (3— yz)°

Megoldas:
Legyen v/x = u, és 3 —\/z = v; vagyis u+ v = 3.
Ekkor az egyenletiink a kovetkez6 alakba megy at:

V17 — u* = v2, ahonnan u* + v = 17.
ut ot = (u? +0?)? = 2020 = [(u+ )’ - 2uv]2 — 2 (w)* =
= (9 — 2uw)® — 2 (uww)? = 81 — 36uv + 2 (uv)”;

2 (uv)® — 36uv + 32 = 0, melyb6l uv = 16; vagy uv = 2.
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U—+v= 3 u+v= 3
uv = 16 uy = 2
Az els6 egyenletrendszernek nincs valos gyoke, a masodik esetében

ur=1; v1 =2; up =2; vg =1.

Ezek utan az egyenlet megoldasa: x; = 1; x9 = 4.

Megoldas:
Fel kell tenni, hogy = > 0; és x # 4.

20+ 4 3T
Ve T — + x—4’
Mindkét oldalt négyzetre emelve:
9
xr = 5
(z— 1)

z(z —4)° — 922 = 0;

z (2* — 17z 4 16) = 0;
Ez a szorzat akkor és csak akkor nulla, ha xy = 0; x5 = 1; 23 = 16.
Figyelembe véve a kikotéseket, az egyenlet megoldasa:

r1 =0; z9 = 16.

V722 4+ 82 4+ 10 — /722 — 8z + 10 = 22

Megoldas:
Az egyenlet barmely x — re értelmezve van. Szorozzuk meg az egyenlet
mindkét oldalat a baloldal konjugéltjaval. A nevezetes szorzat alapjan

kapjuk, hogy:

722 4+8x+10— (722 — 8z + 10) = 2z (\/7332 + 82+ 104 /722 — 82 4+ 10) ;

16z = 2z (/722 + 8z 4+ 10 + V722 — 8z + 10) ;

8x—x(\/7x2+8x+10+\/7x2—8x+10) =0;

xr1 = 0, ami az eredeti egyenletnek is megoldasa.

V722 + 8z + 10 + /722 — 8x + 10 = §;
VTx2 4+ 8x + 10 = 8 — /72?2 — 8z + 10;
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7% + 8% + 10 = 64 — 161722 — 8z + 10 + 722 — 8z + 10;
16+/722 — 82 + 10 = 64 — 16u;

V722 — 8z + 10 = 4 — x; fel kell tenni, hogy = < 4;

722 — 8x + 10 = 16 — 8z + 22;

2?2 =1, ahonnan: 2o = 1; z3 = — 1.

Ez utobbiak is megoldasai az eredeti egyenletnek.

76. PP——-—— ==z

Megoldas:
Fel kell tenni, hogy = > 0. Az egyenletet atrendezés utan négyzetre

emelve a kovetkez6t kapjuk:
7 .
o T
7 7
xQ———x —2ny[x — — + T — —;
x

2
QI\/x—;

Mivel x # 0, ezért szabad vele osztani:

7 .
2y/x — — =1, amit négyzetre emelve:
x

4(:17—%):1; 4a% — 22 — 28 = 0;
4z — 32 — (2% — 4) = 0

4 (2% —8) — (x—2) (x +2) = 0;
4(x—=2)(2*+2x+4)— (x —2)(x+2) =0;
(. —2) (42> +8x+ 16 —x —2) = 0;

r =2, vagy 4x®+ Tz + 14 =0;

A kapott masodfoki egyenletnek nincs valés gydke, mert

D =49-16-14 < 0.
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7. Jr+~2r—3=12(x—1)
Megoldas:

Az egyenletet kdbre emelve:
T42r —3+3Yx V2x—3 (Vo + 20 -3) =12(z —1);
3(x—1)+3¥x V2r -3 {/12(x — 1) = 12(z — 1);

Y2 —3) /12(x—1)=3(x—1).

Ismét kobre emelve:

(20 —3)12(x — 1) =27 (z — 1)*;

4z (22 —3) (z —1) = 9(z —1)° = 0;

(z —1) (822 — 122 — 922 + 18z — 9) = 0;
(x —1) (—2® 462 —9) = 0;

r =1, vagy 2?2 — 62+ 9 =0, (z—3)*=0;
utébbibol: zo = x3 = 3.

78. V2 — T+ /3x —3= /o — 8+ 4z — 3

Megoldas:
Mindkét oldalt kobre emelve az

(a + b)* = a® + b3 + 3ab (a + b)

forma szerint:

20 —T+3x—3+4+3V2x -7 3z -3 (V2r —7+3x-3) =

=0 —8+4r — 2+ 3/x — 8 dxr — 2 (\3/x—8—|—\3/4x—2);

V20 =T 3x =3 (V2x—T+ 3z —3) =

=z —8 Vir —2 (Vo —8+ iz —2);

Mivel az eredeti egyenlet szerint a zardjelben 1évék egyenldk, ezért:

V2 — T /3x — 3 = Vo — 8 /4x — 2, amit kobre emelve:

(2 —7)(Bx—3) = (z —8) (4z — 2).

A miveletek elvégzése és rendezés utan:
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202 + 72 +5=0;
—7i\/49—4()_ —7i3'
4 47

2 =.1, x9=-25.

T2 =

Ha viszont mindkét oldalon a zaro6jeles rész nulla, azaz

Vo — 8+ 4r —2=0, akkor
Ve —8=—v/4dx —2
rT—8=—4r+2

br = 10, r3 = 2, ami szintén megoldés az eredeti
egyenletnek.
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Trigonometrikus egyenletek

Oldjuk meg a kivetkezd egyenleteket a valos szamok halmazan!

79. (14 cosz)tger = sin 2z
Megoldas:
cos T
(1+ cosx)

S T

= 2sinx cos x;

(14 cosx) cosx — 2coszsin® x = 0;

(14 cosz)cosz —2cosx (1 +cosx) (1 —cosx) = 0;
cosz (14 cosx) (2cosx — 1) = 0;

cosx =0, vagy 1 +cosx =0 vagy 2cosz — 1 = 0;

r1=(2k+1) E; cosx = — 1 nem lehet a kikotés miatt,

1 7r+2 57r+2
COST = —, Tg = — MT, Ty = — nmw
27 2 3 3 3 3 )
ahol k; m, n € Z.

80. (sin 2z — cos 2z)* + sin 6z = 1
Megoldas:
sin? 2z + cos? 2z — 2sin 2z cos 2z + sin 6z = 1;
1 —sin4z + sin 6x = 1;
sin 6z = sin 4z;
6r = 4z + 2km, vagy 6z + 4z =1+ 2mm;
r, = km; :1:2:17T—O+%,aholk;m€z
81. 3sin®z + cos® x = 2sinx + cos x
Megoldas:
3sin®z — 2sinz = cosx — cos® z;
sin x (3 sin? x — 2) = cos x sin’ x;
sin x (35in2x —2— sinxcosx) = 0;
sing =0, vagy 3sin’z—sinzcosz—2 (sin®z + cos’z) = 0;
= km; sin?z — 2cos?z —sinz cosz = 0;
(sinx 4 cosz) (sinx — cosz) — cosx (cosz + sinx) = 0;

sinz +cosx =0, vagy sinx —2cosx = 0;
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tgxr = — 1; tgx = 2;

3
ZL’QZZW—FTH?T; x5 = 63,43 4+ nm ahol k; m; n € Z.
82. cosSx + cos2x —cos3x =1

Megoldas:
cosx + 2cos’z — (4cos®z — 3cosz) = 1;
4cosw —4cos®x +2cos?x — 2 = 0;
4cosx (1 —cos?x) —2(1 —cos’z) = 0;

sin®z (2cosx — 1) = 0;

—_

sinz = 0, vagy COST = 5;

)
r1 = km; x2:g+2m7r; x3:§+2mr, ahol k; m; n € Z.

83. cos2x — cos 8x + cosbx =1
Megoldas:
cos 2z + cos b6z = 1 4 cos 8x
Ismeretes, hogy
cos a + cos B = 2 cos a—;—ﬁ cos a ; 6, 1 + cos2a = 2 cos? .

Az idézett formulak alapjéan egyenletiink:

2 cos 4z cos 2z = 2cos?4x, ahonnan
cos 4z (cosdx — cos2x) = 0;
cosdr =0, vagy cosdx = cos?2z;

ry = (2k+1) g illetve 4x = 2x+2mm, vagy 6x = 2nm;

Ty = mMm;, T3 = %, ahol k; m; n € Z.
&4. cosx + cos 2x + cos3x + cosdx =0
Megoldas:

Az el6z6 feladat megoldasaban idézett formula alapjan

cosdx+cos2x = 2cos3rcosxr  cos3xr+cosx = 2cos 2x cos x,
ezért:

2cos2x cos + 2 cos 3x cosx = 0;

cos x (cos 2z + cos 3x) = 0;

cosx =0, vagy cos2zx + cos3z = 0;
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)
x1:(2k+1)g; QCosgcosg:O;
5)
cos ; =0, vagy cosg =0;

5}
Y om0l e Eo@anl

x2:(2m+1)g, x3 = (2n+ 1) . ahol k; m; n € Z.
85. cos 3xr — sin 6z + sin 2x — cos 7x =0
Megoldas:
cos 3x — cos 7Tx = sin 6x — sin 2x;
—2sin brsin (—2x) = 2 cos 4z sin 2x;
sin 5z sin 2x — cos 4x sin 2x = 0;
sin 2z (sin bz — cos4x) = 0;
sin 2z = 0, vagy sin bx — cos4dx = 0;
2z = km, vagy sin b = sin (g — 4x>;
7 i
or = 5—4x+2n7r, vagy 5m—|—§—4x:7r+2n7r;
9x = g + 2mm;
T 2mm s
x2:1—8+T; Jc3:§—|—2n7r.
86. COSg—xCOS§+COSZL’:0,5
2 2
Megoldas:
Alkalmazzuk a kovetkezs Osszefiiggést:

1
COSTCOsY = o [cos (z + y) + cos (z — y)].

1
5 (cos2z + cosz) 4+ cosz =0, 5;
cos 2z 4+ 3cosx = 1;

2cos?z 4+ 3cosx — 2 = 0;

-3+v/94+16 —-3+5
4 4

COST1;2 =

1
CcoST = 3 vagy cosx = —2, utébbi lehetetlen.
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5
T = g+ 2km; Ty = ?ﬂ + 2mm,, ahol k; m € Z.
87. cos? x — cos? 2x + cos? 3x — cos?dx = 0

Megoldas:
cos? 4x — cos? 2z + cos? 3z — cos?x = 0;
(cos 4z + cos 2x) (cos 4z — cos 2x) +

+ (cos 3z + cos z) (cos 3z — cos ) = 0;

A cosa + cos 3, illetve a cosa — cos 8 formulait alkalmazva:
2cos3zcosz (— 2sin3xsinz) + 2cos2zcosz (— 2sin2xsinz) = 0;
sin 2z sin 62 + sin 2z sin4x = 0;
sin 2z (sin 6 + sin 4x) = 0;

2sin 2z sin 5x cosx = 0;

sin2z =0, vagy sinox =0; vagy cosx = 0;
k
T = —W, Ty = m; xr3 = (2n + 1)1, ahol k;m;n € Z.
2 ) 2
88. V3 (cosz — sin3z) = cos 3z — sin 3x
Megoldas:

V3cosz +sinx = 0083$+\/§Sinx;

Az egyenlet mindkét oldalat szorozzuk meg 3 el!

3 1 1
£ cos T + 5 sinx = §COS3SL‘ + TSinx;
Az Osszegzési formulak miatt:

Ccos (:L‘— %) = COS (395 — g) :

31’—Z:$—Z+2]€7T vagy x—z—i—?)x—E:Qmw;

3 6 6 3
T T mm
= — : = — 4+ — ahol k; 7.
1 12+k7r, T 8—|— 2,a0k,m€
&9. sin 3x cos 3x = sin 2x

Megoldas:



45

2sin 3z cos 3x = 2sin 2z
sin 6z = 2 sin 2x;

sin 6z — sin 2x = sin 2;

Ismeretes, hogy sina — sin 8 = 2 cos sin ezért:
2 cos4x sin 2x — sin 2z = 0;
sin2z (2cosdx — 1) = 0;

1
sin2rx =0; vagy cosdxr = 5;

B k:7r. _ 4 T +m7r
T RTEER T
90. 2sin 112 + cos 3z 4+ v/3sin 3z = 0
Megoldas:
cos 3x + \/gsin?)x = — 2sinllz;
1 3 . .
§COS3I + TSID?)I =sin (— 1lz);
sin (3:70 — %) = sin (— 11z);
T T
3:1:+6 = — 1l +2km, vagy 3x—g—11m = T+ 2mm;
T . km 5t  mm
xr = - — _— e S —
! 84 ' T 2 48 4
91. sin z + sin* 2z + sin? 3z = cos* & + cos* 2z + cos? 3z
Megoldés:

El6szor tekintsiik a kovetkezé atalakitast:

4 4

cos* o — sin 2

a = (cos? a + sin® &) (cos? a — sin® a) = cos 2av
Az egyenletet atrendezve, majd felhasznalva a mondottakat:
cos? 3z — sin® 3z + cos* 2z — sin? 22 + cos* & — sin* x = 0;
cos 6x + cos 4z + cos 2x = 0;
cosdx (2cos2z + 1) = 0;

1
cosdr = 0, cos2r = — 5;

o= (2k+1) S

3 xZ:i%+m7r, ahol k;m € Z.
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Egyenl6tlenségek

92. Az ABC haromszog oldalai a, b, ¢, amelyekre a + b+ c = 1.
Bizonyitsuk be, hogy

1
a2+b2—|—c2<§

Bizonyitas:

A haromszog oldalaira vonatkozo egyenl6tlenség miatt:

a+b>c,
b+ c > a,

c+a>b.

c(a+0b) > 2
a(b+c) > a’
b(c+a) > b2

A beszorzasok elvégzése utan az egyenlGtlenségeket adjuk Ossze:
2ab + 2ac + 2bc = a® + b + ¢2;
a® + 2ab+ b? + 2ac + 2bc + ¢ = 2 (a® + V? + 32) ;
(a+b+¢)°>2(a®+b+c2).

A feltétel szerint a+b+c =1, és igy:
2(a®> +b*+¢*) <1, ahonnan:

a?+ b+ < 3 és ezt kellett igazolni.

93. Legyenek a és b valos szamok. Bizonyitsuk be, hogy
2 (a* +b*) > (a+0) (a® + 1)

Bizonyitas:
2a* + 2b* > a* + ab® + a3b + b*
at —adb—ab® +b* >0
a®(a—b) —b*(a—b) >0
(a=0b)(a—10b)(a*+ab+1*) >0

2 b\*  3p?
(a —b) (a + 5) T > 0, ezzel az allitast belattuk.
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Bizonyitsuk be, hogy a, b, c tetszéleges valos szamokra
at + b +c* > abe(a+b+c)

Bizonyitas:
Hasznaljuk fel az ismert a4+ b* > 2ab egyenlGtlenséget!
20 + 2b* + 2¢* = (a* + ) + (a* + ) + (b + ) >

> 2a%b* + 20> + 202 = (b + V*c?) +
+ (a?b? + a®c?) + (a*c® + b*c?) > 2ab*c + 2abc + 2abc® =

=2abc(a+b+c).
Kettovel osztva a kapott 2a* + 2b* + 2¢* > 2abc (a + b + ¢) egyenl6t-

lenséget, kapjuk az igazolandé allitast.

A haromszog oldalai: a, b, c; keriilete: 2s = a + b+ c.

Bizonyitsa be, hogy

(5= a) (s~ ) (s ) < 5
Bizonyitas:

A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenség alapjan:

(s—a)(s—b) < (%): (%—Ta—b): oy

Hasonlé modon adodik, hogy:

<s—a><s—c>s(§)2, <s—b><s—c>g(g)2.

A kapott egyenl6tlenségeket Osszeszorozva:
abc\
(s—a)’(s—b)(s—c)’ < (?) , ahonnan:

b
(s—a)(s=b)(s—c) < %, amit igazolni kellett.

Bizonyitsa be, hogy

Vida+1+V4b+1+Vdc+1 <5,

haa+ b+ c=1 és a gyokok értelmezve vannak.
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97.

98.

Bizonyitas:
A szamtani és mértani kozép kozotti egyenlGtlenséget alkalmazva,

akapjuk, hogy:

da+1+1
Via T :\/(4a+1)~1§%:2a+1.

Hasonldé modon adodik, hogy:

VIb+1<2b+1;  VAc+1<2+1.

Via+1T+V4b+1++V4c+1<2(a+b+c)+3=5,

amit igazolni kellett, ugyanis a feltétel szerint a4+ b+ c = 1.

Megjeqgyzés:
Erésebb becslés is adhatd méas modszerrel.
Vezessiik be az a (v/4a + 1; v4b + 1) ;v/4c + 1 és b(1; 1; 1) vektorokat.
Ismert, hogy ab < |a| - |b|, ezt alkalmazva kapjuk:
Vaa +1+V4b + 14+V4c+1 < V4da+1+4b+1+4c+1V/1+1+1=
=A(a+b+c)+3-vV3=V7V/3=2L
Kozben felhasznaltuk, hogy
la| = Vda+1+4b+1+4c+1, b =+/3.

Bizonyitsa be, hogy ha

Vitz+/1+y=2V1+a,

akkor x 4+ y > 2a.
Bizonyitas:
Konnyen igazolhato, hogy
2 (u? 4 v?) > (u+v)°
egyenlGtlenség tetszéleges u; v valos szamokra igaz.
Az idézett egyenlGtlenséget alkalmazva:
2(0+z+1+y)>4(1+a)=4+4a;
22+z+y) >4+4a
24+ x4y > 2+ 2a, ahonnan
r 4y > 2a, amit igazolni kellett.

Ismeretes hogy a® — a® +a = 2.
Bizonyitsuk be, hogy 3<ab<4.

Bizonyitas:
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A feltételi egyenletbdl vilagos, hogy a > 1 lehet. Egyenletiinket szabad

a- val osztani és igy

2
a4—a2—|—1——;
a
(a* +1) (@" —a* +1) = = - (a* +1);
a

Mivel a > 1, ezért a + — > 2, ezért
a’+1> 4,aahonnan ab > 3.
A feltételi egyenlet
a’+a=a’+2
alakban is felirhato.

Mindkeét oldalt a® — nal szabad osztani a kikotés miatt és igy

1 2
2 _
a—FE—l—f‘g.

1
2 . P
Most a” + 2 > 2 igaz és igy
1+ ———, ahonnan a® < 2.
a® > 2

A két részt Osszetéve kapjuk az igazolando allitast: 3 < a® < 4.

99. Bizonyitsuk be, hogy ha n > 2 és természetes szam, akkor

. 3 n(n—l—l)2
Vs ==

Bizonyitas:
A szamtani és a mértani kozép kozotti egyenltlenséget fogjuk felhasz-

nalni.

< 13+23+33+...n3‘

Y(n)? = Y13.23.33. . n3
n

[smeretes, hogy

2 2
1342843 4...nd = "(”2“)} ”2(”4“).

Behelyettesités utan kapjuk, hogy

n(n+1)>°

n !3<
(n)? <
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100. Bizonyitsuk be, hogy

log,, (abc) + logy, (abc) + log, (abc) > 9,

ha a,b,c € |0; 1]
Bizonyitas:
Az egyenl6tlenség baloldalat atalakitjuk:
log, (abc) 4 log,, (abe) +log,. (abc) = 1+ log, b+ log,c+log, a+ 1+
log;, c+
+log.a+log. b+ 1 =3+ (log, b+ log, a) + (log, ¢ + log,a) +
+ (logy, ¢ + log,. b) .
A feltevés miatt a logaritmusok pozitivak.
[smeretes, hogy
log, a = L, illetve n >0 —ran+ l > 2.
log, b n
Ugyanez mondhato a masik ét zardjeles kifejezésrél és igy
log, (abc) 4 log, (abe) + log, (abc) > 3+3-2 =19,

és ezt kellett igazolni.



