Valogatott feladatok az elemi matematikabol

Osszeallitotta: dr. Tober Erng, Nagykanizsa, 1980.

Logikai és kombinatorikai feladatok

1.

Egy személyvonat déli 12 6rakor indul A-bol B-be 60 km/h allan-
do sebességgel. Ekozben ugyanezen a palyan B-bdl A felé halad egy
tehervonat 40 km/h sebességgel. Mindkét vonat egyszerre ér célba,
és ekkor haromszor olyan tavol vannak egymastol, mint egy oraval
talalkozasuk eltt. Mikor indul el a tehervonat B-b&l?

Egy 180 cm magas, vizszintes alapt henger alaka benzintartaly alul
csappal, feliil pedig tolt6nyilassal van ellatva. Ez utobbin at 1 6ra alatt
tolthet§ meg az iires tartaly. Ha a toltényilast és a csapot egyszerre
tartjuk nyitva 5 percen at, akkor a tartalyban 10 cm-t emelkedik a
benzin szintje. Mennyi id§ alatt lehet a sziniiltig tele tartalyt a csapon

at kitiriteni?

Egy iskolai rendezvényen koriilbeliil 80 tanuld vett részt. A részt-
vevik egyharmada leany. A leanyok fele 12. osztalyos, a fiik 6theted
része viszont nem 12. osztalyos. Hany 12. osztalyos tanuld volt a

versenyen?

Egy telephelyen tytukokat, libdkat és hazi nyulakat nevelnek. A libdk
és nyulak szdménak aranya 5:9; a nyulak és tyikok szamanak aranya
3:2. Az allatoknak 152-vel tobb laba van, mint feje. Hany tytkot,

libat és nyulat nevelnek a telephelyen?

Egy katona elindult a varosbél és naponta 12 km-t haladt. Egy
mésik katona is elindult ugyanakkor, de 6 az els6 napon 1 km-t, a
mésodikon 2 km-t, a harmadikon 3 km-t, a negyediken 4 km-t, az
otodiken 5 km-t és igy tovabb, minden nap 1 km-rel tébbet tett meg,
amig csak utol nem érte az elsé katonat. Hany nap milva érte utol a

masodik az elsGt?

Amikor a 2000 méteres futdverseny gyGztese atszakitja a célszala-

got, Marika 200 méterrel, Erzsi 290 méterrel van mogotte. Tegyiik



10.

11.
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13.

fel, hogy mindkét ledny eddigi atlagsebességének megfelels egyenletes
sebességgel fut tovabb. Amikor Marika célba ér, hany méterrel lesz

mogotte Erzsi?

Hét kiranduld Gsszesen 100 gombét szedett az erd6ben. Nem volt
kozottiik két olyan, akik ugyanannyit gytjtottek. Bizonyitsuk be,
hogy van harom olyan kirandulo, akik legalabb 50 gombéat gytjtottek

o0sszesen.

Az 1 és 10000 kozott az 1-est szamjegyként tartalmazo, avagy nem

tartalmazo szam van tobb?

Egytél 100-ig a természetes szadmokbodl minden lehetséges modon
parokat képeziink, iigyelve arra, hogy a parba sorolt két szam kiilon-
b6z6 legyen. Az egy parba sorolt szamokat szorozzuk Ossze. Hany

olyan szorzat lesz, amely 3-mal oszthat6?

Tekintsiink a sikon 9 pontbdl all6 négyzetracsot. Kivalasztunk egy
pontot a kilenc koziil. Hanyféle modon valaszthatunk tovabbi kett&t

a maradék koziil, hogy a 3 pont egy haromszdget hatarozzon meg?

Tekintsiink a sikon 7 pontot. Ezeket 7 szakasszal Osszekotjiik oly
modon, hogy zart torott vonalat kapjunk. Mennyi lehet a toréttvonal

onmagéval képzett metszéspontjainak maximélis szama?

Algebrai —és trigonometriai Atalakitasok al-
kalmazasai

1 1 1

Legyvenz+y+2=16és —+ -+ —-=0.
Ty =z

Szamitsuk ki az 22 4 y? + 22 kifejezés értékeét.

Legyen n tetszéleges egész szam. Bizonyitsuk be, hogy az

nn+1)(n+2)(n+3)+1
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kifejezés teljes négyzet.

Bizonyitsuk be, hogy ha z +y + 2z + ¢t = 0, akkor

PP+ =3y —2t) (2 + 1)

Bizonyitsuk be, hogy ha z,vy, 2,t egész szdmokra v +y = 2z + t,

akkor

2?4yt 22+t

hirom egész szam négyzetének Osszege.

Legyen o +y + 2z = 0 és 2% + y* + 22 = a. Szamitsa ki az

kifejezés értékét.

Szamitsuk ki a kovetkezs kifejezés szamértékét:

ot +yt + 2

20 — b

5 —a

3a—b 3010

ha 10a? — 3b* + 5ab = 0 és 9a* — b # 0.

Szamitsa ki az

2

T
a2 +1
kifejezés értékét, ha
T
—_— =
2441
Bizonyitsuk be, hogy ha
a b c
- - =
b+c a+c a—+bd
akkor
a? b? c?
+ + =
b+c a+c a-+bd

Y

0.
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Hozzuk minél egyszertibb alakra a kovetkez6 kifejezést:
coS <Z — 2a> sin (Z — 2a> + sin? 2a
3 6

Szamitsa ki a

sin® z + cos®

értékét, ha sin2x = 0, 2.

Hozzuk minél egyszertibb alakra kévetkezs kifejezést:

sinx 4+ costzx — 1

sin®z + cosbz — 1

Bizonyitsuk be, hogy

cos 15° + s%n 159 _ 3
cos 159 — sin 159

Bizonyitsuk be, hogy ha egy hdromszog szogeire
sin « + cos o = sin 8 + cos 3,

akkor a haromszog egyenld szari, vag derékszogi.

Egy haromszog «, 3, v szogeire 23 = ar++y és cos? B = sin asin 7.

Hatarozzuk meg a hiromszog szogeit.

Az r sugart kor egymésra merdleges atmérGi AE és BF. Legyen
C az E'F koriv bels6 pontja. BC az AE -t (Q—ban, az AC a BF —et
P —ben metszi. Bizonyitsuk be, hogy APQ B négyszog teriilete r2.

Az ABC haromszog A —bdl indulé sulyvonala az A —nal 16v6 sz6-
get 15°—o0s és 30° —os részekre osztja. Mekkorak a haromszog hidnyzo

szogei?
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Elemi szamelmélet

A 16958 és 62280 szamokat egy természetes szammal osztva ma-
radékul 32—t, illetve 1 —et kapunk. Mi lehetett az oszt6?

Bizonyitsa be, hogy

17° 4+ 24* — 13%!

kifejezés oszthato 10— zel.

Hatarozzuk meg a kévetkezs kifejezés utolso szamjegyét:

Milyen maradékot kapunk, ha 6617 —ent elosztjuk 7 —tel?

1987 o 8719

Bizonyitsuk be, hogy

216+3040+539+2.47

kifejezés oszthatd 10— zel.

Bizonyitsuk be, hogy

Osszetett szam.

ol 195

Bizonyitsuk be, hogy

oszthato 11—gyel.

Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szam, akkor

Osszetett szam.

360 . 260

A=2+3"om L g
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Bizonyitsuk be, hogy ha n pozitiv egész szam, akkor
25n* 4+ 9n” + 1

mindig Osszetett szam.

Hatarozzuk meg azokat a 3n + 1 alaki természetes szamokat,

amelyek oszthatok 5 tel.

Bizonyitsuk be, hogy ha p 3 -—nal nagyobb primszam, akkor tet-

szGleges n természetes szamra
A=p*+3n+2

osszetett szam.

Bizonyitsuk be, hogy ha x 3 —al nem oszthat6 természetes szam,
akkor
A=1+42"4+4"

oszthato 6-tal.

Bizonyitsuk be, hogy ha n 3—al nem oszthato természetes szam,
akkor

A=1+n*+3"+n
oszthat6 6 —tal.
Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szam, akkor

n® —5n° — 6n

oszthato 10— zel.

Legyenek a és b egész szamok. Bizonyitsuk be, hogy az

A=Db5a+3bés B=13a+ 8D

szamok legnagyobb kozos osztoja megegyezik a és b legnagyobb kozos

osztojaval.
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Bizonyitsuk be, hogy ha n természetes szam, akkor

n?+3n+3
n+1

tort nem egyszertisithetd.

Bizonyitsuk be, hogy barmely n egész szamra
n?+3n+5

nem oszthato 121 —gyel.

Bizonyitsuk be, hogy

221---224+33---32=11---1
—_—— N N——
n db n db 2n db

A 14641 egy természetes szam negyedik hatvanya. Bizonyitsuk
be, hogy ha a szamjegyek kozé mindenhova ugyanannyi nullat be-
irunk, akkor ismét olyan szamot kapunk, amely egy természetes szam

negyedik hatvanya.

Bizonyitando, hogy

111---1-100 - 005+1
—_— S———
n db n+1 db

egy természetes szam négyzete.
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Masodfoktra visszavezethet6 egyenletek; a

gyokokkel kapcsolatos feladtok

Oldjuk meg a val6s szamok halmazan a kovetkezd egyenletet:

1 1 1
2

—+=z|lz—=)—-5=0
x—i—xQ—O—Z(x x)

Oldjuk meg a val6s szamok halmazan a kévetkezd egyenletet:

x—49+:10—50_ 49 N 50
50 49 1 —50 x—49

Oldjuk meg a val6s szamok halmazan a kovetkezd egyenletet:

x + 2 2+ =2\ 5 2®-4
z—2 -1 2 22-1

Legyenek p; p1; q; q1 olyan valds szamok, amelyekre p-p; =2 (¢ + ¢1) .

Bizonyitsuk be, hogy az
224 pr+q=0é 2 +pr+q =0

egyenletek koziil legalabb az egyik megoldhat6 a valés szdmok halma-

zan.

Az 22 + ax + 1 = b egyenlet gydkei pozitiv egész szamok. Bizo-

nyitsuk be, hogy a? + b? dsszetett szam.

Hatarozzuk meg az
2 2 _
Ty—a"+2ry—r+2y=1

egyenlet azon (x;y) megoldasat, amelyekre y maximalis.

Hatarozzuk meg mindazon valdés értékeket, amelyekre az aldbbi

egyenletnek két kiilonb6z6 pozitiv gyoke van:

2*—2(a—2)z+a*—2a—3=0.



25.

26.

o7.

a8.

29.

A p paraméter mely értékeire lesz az
2?2 +2(p+1)x+9p—-5=0
egyenlet mindkét gyoke negativ?
Az a paraméter mely értékeire lesz a
(2a+1)2*—ar+a—2=0

egyenletnek két olyan valos gyoke, melyek koziil az egyik kisebb, a
mésik nagyobb 1—nél?

Milyen p—re lesz a
(p—2)2* —2pr+p—1=0
egyenlet mindkét gyoke pozitiv?
Az x,y, z valés szdmok eleget tesznek az
2+ 3y2 +22=2
egyenletnek. Mekkora lehet a 2x + y — z kifejezés legnagyobb értéke?

Hatarozzuk meg a legkisebb z értéket, amelyre léteznek olyan y

és z szamok, melyek eleget tesznek az alabbi egyenletnek:

422+ ay —az—yz=1.
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Egyenletrendszerek

60. Oldjuk meg a valos szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:

61.

62.

63.

64.

65.

(z+y)(z+y+2) =18,
(y+2) (x +y+ 2) = 30,
(z+2z)(x+y+2)=24.

Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:

2% + 2yz —4dx +1 =0,
2% + 222 — 4y +1 =0,
222 422y —42+1=0.

Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:

x4 y3 = 19,}

yr? — xy* = 6.

Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:
22—yt =3
P ray+yt =1

Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:

=P+ —1=0,
Y-t +y—1=0.

Oldjuk meg a kovetkezd egyenletrendszert:

x2+y2+22:3,}

Y+ 2+ yz = 3.
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66. Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:
ry+x+y=3,
yz+y—+z=38,

zr + 2z +x = 15.

67. Oldjuk meg a val6s szamok halmazan az alabbi egyenletrendszert:

ot + 2y 4yt = 133,
v —ay+yt =1

68. Bizonyitsuk be, hogy az
x3 4 y3 — 2,
2 2 _
" +ry+y —y=0
egyenletrendszernek nincs valos megoldésa.

69. Oldjuk meg a val6s szamok halmazan:

r+y+z=06,
22+ 7 4 2% = 14,
o+ + 2% = 36.

Irracionalis egyenletek

Az aladbbi feladatok mindegyikében a megoldasokat a valos szamok
halmazan keressiik.

V2+r+V2—x
7. \/2%—:17—\/2—95_\/g

71. VI+2+43v20 -5+ —2—25 —5=2V2

72. Vi —6x — 9z + 6 —9=16
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V722 4+ 8x 4+ 10 — /722 — 8z + 10 = 2z

Va2 —VaT + Ve —VaT =z

VT +2r—3=12(x - 1)

V2 —T7+/3x —3 = /r —8+ J4x — 3

Trigonometrikus egyenletek

Oldjuk meg a kivetkezd egyenleteket a valos szamok halmazan!
(1 + cosz)tgr = sin 2z
(sin 2z — cos 2z)* + sin 6z = 1
3sin® x 4 cos® x = 2sinw + cosx
cosx 4 cos2x — cos 3x =1
cos 2z — cos 8z + cos bz =1

cosx + cos2x + cos3x + cosdxr =0
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85. cos 3x — sin 6x + sin 2x — cos 7z = 0
86. cosg—xcosEJrcosx:Oﬁ
2 2
87. cos? x + cos? 2z — cos? 3x — cos® 4x = 0
88. V3 (cosz — sin 3z) = cos 3z — sin 3z
89. sin 3z cos 3z = sin 2x
90. 2sin 11z + cos 3z + v/3sin 3z = 0
91. sin®z + sin* 2z + sin® 3z = cos* z + cos* 22 + cos* 3x
Egyenl6tlenségek

92. Az ABC haromszog oldalai a, b, ¢, amelyekre a + b+ c = 1.
Bizonyitsuk be, hogy

1
&+¥+8<§

93. Legyenek a és b valos szamok. Bizonyitsuk be, hogy

2 (a* +b") > (a+b) (a® + %)
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94. Bizonyitsuk be, hogy a, b, ¢ tetszéleges valos szamokra

at + b +c* > abe(a+b+c)

95. A haromszog oldalai: a, b, c; keriilete: 2s = a+ b+ c.
Bizonyitsa be, hogy

abe

(s=a)(s=b) (s =) <

96. Bizonyitsa be, hogy

Vaa+1+V4ab+1++V4c+1 <5,

ha a+ b+ c=1 és a gyokok értelmezve vannak.

97. Bizonyitsa be, hogy ha

Vitz+/1+y=2V1+a,
akkor = + y > 2a.

98. Ismeretes hogy a® — a® +a = 2.
Bizonyitsuk be, hogy 3<ab<4.

99. Bizonyitsuk be, hogy ha n > 2 és természetes szam, akkor

n(n—|—1)2

o (n))? <
(n!)” < 1



100. Bizonyitsuk be, hogy
log, abc + logy, abe + log, abc > 9,

ha a, b, c € |0; 1]
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