Geometriai gyakorlé feladatok
Megoldasok

Osszeallitotta: Dr. Tober Erné, Nagykanizsa, 1980.

1. Egy konvex sokszog belss szogeit — egy kivételével-osszeadva 2570° adodik. Mekkora
lehet a kimaradt szog?
Megoldas:
Ismeretes, hogy az n oldalt sokszdg bels§ szégeinek az Gsszege (n — 2) - 180°. Mivel
konvex sokszogrél van szo, ezért a kimaradt szog «y, amelyre 0 < a;, < 180°.
A feltétel szerint
ay + 2570° = (n — 2) - 180Y;

ap =n-180° — 360° — 2570°
ar =n - 180° — 2930°;
0 <n-180° — 2930°180°

2930° < n - 180° < 31107

99309 31100
2807 16.2
180 1028 <1< g

n = 17, tekintettel arra, hogy n egész szam.

~ 17,28;

ap = 17-180° — 2930°, ay = 130°.

2. Bizonyitsuk be, hogy a téglalap szogfelezGi négyzetet hatarolnak.
Megoldés:

Szimmetria okok miatt ABC] = CDA; és derékszogi, tovabba BC'By =2 ADD;.
fgy mar vilagos, hogy A;B;C1D — 1 minden szdge 90° — os, oldalai is egyenlSk, mert az
egyenlé C'A; = BC| oldalakbél elvessziik a szintén egyenl6 C'B; = BB szakaszokat, igy

A1 B, = B1(C1, azaz négyzetrdl van szo.



3. Adott egy haromszog egyik oldaldnak egyenese és a masik két oldalhoz tartozd magassa-
ganak talppontja. Szerkessziik meg a haromszoget.
Megoldés:
Képzeljiik a feladatot megoldottnak.

Thalész-tétele miatt a T7; T, magassagtalppontok rajta vannak az AB Thalész-korén.

C

Mivel T7; T, a kor hurja, ezért felezémerslegese keresztiil megy a kér O kdézéppontjan.
Szerkesztés:

Az e egyenes ugyanazon félsikjaban felvessziik a T7;7T5 pontokat. A 11T, szakasz fele-
zémerdlegese ¢és az e egyenes metszéspontja lesz a kor O kdzéppontja.

Az r = OT) = OT; sugari kort megrajzolva megkapjuk az A és B csticsokat.Az AT, és BT
metszéspontja megadja a C' csticsot. Thalész-tétele miatt 7 és T, valoban magassagok
talppontjai.

A Ty és T, felvételénél arra kell ligyelni, hogy T7;T5 ne legyen merGleges e — re.

Mivel ABT, és ABT; derékszogi haromszogekben A — naé és B — nél hegyesszog van,
ezért az A — bol és B — bdl induld, AB| — t6l kiilonboz6 szogszarak valoban metszik

egymast a 17 és Ty pontokat tartalmazo félstkban, annak valamely C pontjaban.

4. Adott egy kor, annak E pontjaban az érint6 és azon egy P pont. Szerkessziik meg azt a
kort, amely az adott kort és az érintét a megadott P pontban érinti.
Megoldas:

Az adott k és s szerkesztend6 ky kor érintési pontja F;. Rajzoljuk meg az E; — beli

E F P

koz0s érintét (e1), amely metszi e - t valamely F' pontban. Mivel a kiilsé pontbol huzott
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érintGszakaszok egyenlék, ezért FE = FEy; FE, = FP melyb6l EF = FP, vagyis I az
E P szakasz felez6pontja. Mivel FFE, = FE, ezért E; rajta van EFP Thalész - korén.
Szerkesztés:

Az adott koron felvessziik az E pontot és az E — beli érint6t. FEzen kijeloljiik a P
pontot. Megrajzolva E'P Thalész-korét, metszéspontként adodik E;. Az OF; és a P —
beli merdleges kimetszik a keresett kor O, kozéppontjat. Barmely E — t6l kiilonb6z6 P

esetén egyetlen megoldéas van.

. Adott egy k kor és ennek sikjaban egy e egyenes. A megadott korén vegyiink fel egy F
pontot. Szerkessziink kort, amely érinti az e egyenest és a megadott kort az E pontban.
Megoldas:

Rajzoljuk meg az adott k£ kor E — beli érint6jét, amely érintGje a keresett k; kornek

is. Tegyiik fel, hogy e ése; metszik egymast valamilyen M pontban. Mivel e ése; érintéi
a keresett kornek, ezért O; kozéppont rajta van az el6bbi két egyenes szogfelez§jén. Az
OF egyenes és a szogfelez6 metszépontja adja a keresett kor kozéppontjat. Mivel M —
nél két szog is van, ezért a feladatnak két megoldasa lehet kq és ko.

Ha az E — beli érinté parhuzamos e — vel, akkor csak egy megoldas van, a kor atmérgje

E — nek e — t6] vald tavolsaga.

. Adva van egy héaromszog két oldalanak Gsszege és a két oldal altal bezart sz0g. Szer-
kessziik meg a haromszoget ugy, hogy a harmadik oldal a lehetd legkisebb legyen.
Megoldas:

A szokasos betiizés mellett vegyiik adottnak a +b —t és az ACBZ szoget.



D b C a B

A D pontot ugy kaptuk, hogy a haromszog a oldalat meghosszabbitottuk b — vel. Az
ACDA egyenls szart. a kiils6 szégek tétele alapjan
1
ACB/ =2CAD/ melybdl CDA/ = EAOBL

AB akkor a legkisebb, ha mer&leges C'D — re.

Szerkesztés:

Felvessziik a D csicst CDAZ szoget az egyik szarra felmérjiik az adott DB = a + b
szakaszt. B — b&l merdlegest bocsatunk a masik szogszarra és igy kapjuk az ABD derék-
szOgl haromszoget. Az AD befogo felezd merdlegese metszi a BD befogdt C' pontban.
Derékszdgl haromszogben az egyik befogd felezd merélegese parhuzamos AB — vel és igy
kozépvonal egyenese is. Ily modon AC' = CD és CD = BC, melybdl: AC = BC adodik,
vagyis egyenlG szart haromszog esetén lesz a legkisebb az adott szoggel szemkozti oldal,

ha a szdget kozrefogo két oldal Gsszege adott.

. Az ADE haromszogben ADE/ = 140°, B az AD, C pedig az AE oldalon felvett olyan
pontok, amelyre AB = CD = DE. Mekkora az EAD/?
Megoldas:

Készitsiik el a kovetkezd abrat.

A C E

A feltevés szerint AB = BC' = C'D = DE. Ebbdl kovetkezik, hogy az ABCA; BCDA; és a CDENA
haromszogek egyenls szaruak. A kiils§ szogek tételét alkalmazva, a mondottakra tekin-
tettel az ADFEA szogeire:

a + 3a + 140° = 180°;

a = 10°.

. Az ABC héaromszog AB atfogdjara a haromszoggel ellentétes oldalon szerkessziink négy-
zetet. A négyzet D szimmetria kozéppontjat kossiik 6ssze C' — vel. Bizonyitsuk be, hogy
CD felezi az AC' B szdget.

Megoldas:



10.

L

Az ABCD négyszog hiirnégyszog, mert két szemkozti szogének az dsszege 180°.
A keriileti szogek tétele miatt

BOD/ = BAD/ = 45°;
vagyis C'D valoban felezi a BC A/ szoget és ezt kellett megmutatni.

. Az ABC haromszog BC' oldalat hosszabbitsuk meg C' — n tal C'D = BC' szakasszal. A

C ponton at az AB — vel, a D ponton at az AC — vel htzott parhuzamos egyenesek
metszéspontja E. Igazoljuk, hogy az ACFE és az ABC haromszogek egybevagok. Igaz-e
hogy az AD és a BE egyenesek S metszéspontja az AC'E haromszog silypontja?
Megoldés:

S

1,4\

A feltételek: BC = CD; AB || CE; AC || DE.

A feltételek miatt az azonos modon jelolt szogek egyenlsk.

ABCA = CDEA, mert egy oldal és a rajta 1évd két szog egyenld.

Ebbdl kovetkezik, hogy AB#CFE illetve AC#DE és igy ABCFE és ACDE paralelog-
rammak. A paralelogramma atloi felezik egymast, ezért AD és BE az ACEA stlyvonal
egyenesei és igy metszéspontjuk valoban az S stilypont, ugyanis két silyvonal a silypon-

tot egyértelmiien meghatarozza.

Legyen AC, illetve BD az O kozépponti kor két egymésra merGleges atmérdje. Legyen
P a révidebb BC iv, @ a révidebb AB iv olyan pontja, hogy POQZ = 90°. Bizonyitsa
be, hogy a BCPA = ABQA.



11.

12.

Megoldas:

D

A kor O kdzéppontja koriili +90° — os elforgataskor C' — B; P — Q; B — A megy at.
Ebbdl kovetkezik, hogy ABQA = BCPA, mert oldalaik paronként egyenldk.

A C — ben derékszogii ABC haromszog atfogojahoz tartozd magassag C'D. Igazoljuk,
hogy az ADC héaromszog AM és a CDFE haromszog C'N stulyvonalainak egyenesei me-

r6legesek egymasra.

L/

N B

ACDNA = BCDA, mert két szogiik paronként egyenls. A megfelels oldalaik merglegesek,

ezért a megfelel§ silyvonaak is merélegesek, azaz AM 1 C'N.

Az ABCD paralelogramma A csicspontjan athalado egyenes a BD atlot az F, a BC
oldalt az F, a DC' oldal meghosszabbitasat a K pontban metszi. Szédmitsa ki az EF
szakasz hosszat, ha AE = 2 egység és FK=3 egység.



A

ABEAN = DEKA, mert két—két szogiik paronként egyenls. Ebbdl kovetkezik, hogy a

megfelel6 oldalaik ardnya is egyenld:

a—l—x:§ — 2a + 2z = 3a; = :L':g.
a 2 2
Az ABFA = CFK, ezért:
24+ FF
Bi_EF = % = 2, ahonnan
4
24+ EF =6—2EF, EF:§.

13. A derékszogi haromszog befogdinak hossza 5, illetve 12 egység. Mekkora annak a kérnek
a sugara, amelynek kézéppontja az atfogéon van és a befogdkat érinti?

Megoldas:

ABCA ~ KBEA, mert két-két megfeleld szogiik egyenld.

Ebbdl kévetkezik, hogy
EK EB

AC ~— BC’
7"_12—7"_

5 12 7
127 = 60 — 5r;
~ 60

7"—1—7.

14. Mekkora a rombusz oldala, ha a beirhat6é kor sugara 2 egység és az egyik atlo a rombuszt
szabalyos haromszogekre bontja?

Megoldas:
Az a oldala szabalyos haromszog magassiga a rombusz beirhato korének az atmérdje,
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15.

16.

vagyis 4 egység.
Ismeretes, hgyo a szabalyos hdromszog magassaga:

a3 om  2my/3
m = —ag=——=—.

2 N
Y

Ha m =4, akkor a = 3 ~ 4,62 egység.

Valamely derékszogii haromszogben a beirt kor olyan pontban érinti az afogdt, amely 5
és 12 egység hosszi szakszokra osztja azt. Mekkordk a befogok?

Megoldas:

Az adatok a rajz szerint: BE = BF =12; AE = AK =5; CF = CK = r egység.

C F B

Pithagorasz-tételét alkalmazva:
(r4572+ (r+12)%* =172 ahonnan:
r? + 17r — 60 adodik, melybdl
ry = 3; ro = — 20, utébbi viszont nem lehet.

A keresett befogok 8, illetve 15 egység hossziak.

Egy szimmetrikus trapéz hosszabbik alapja 10 egység, a beirhaté kérének sugara 5 egy-

ség. Szamitsa ki a hianyzo6 oldalakat.



17.

18.

Megoldas:

A E H B

Hasznaljuk az abra jeloléseit.
Az érintészakaszok egyenlGsége miatt CK = C'F = x; masrészt BH =5 — .
Pithagorasz-tételét alkalmazva:

(x+5)" = (5 —x)* = 6%

20z = 36; r=1,8;

BC =CD = 6,8 illetve C'D = 3,6 egység.

Egy derékszog szaraira a csticstol felmérjiik ugyanazt az a szakaszt. A kapott végpon-
toknak a derékszog csticsdn athalado tetszéleges egyenestdl valo tavolsaga legyen x és y.
Bizonyitsuk be, hogy x? + y? értéke nem fiigg az egyenes helyzetétsl.

Bizonyitéas:

OAA AN = OBB1/A, mert egy oldal és a rajta 1évé két szog paronként egyenls, ezért

2

OA, = y. Pithagorasz-tétel szerint 2% + y* = a?, ami valoban allando, és nem fiigg az

egyenestol.

Szamitsuk ki a derékszogd haromszog oldalait, ha a befogokhoz tartozo6 silyvonalak

hossza /15 illetve @



19.

Megoldas:

B

D A

Az abran a hagyoméanyos betiizést kovettiik és feltessziik, hogy a < b.
Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételét az ACEA és BC' DA haromszogekre:

a\ 2 73
- b2:_.
(3) +¥ =7

9
(g) +a? =13.

A két egyenlet négyszeresét dsszeadva kovetkez6hoz jutunk:
4 (a® 4+ b*) =100 — a4+ =25 (1)

Ha pedig a két néggyel beszorzott egyenletet kivonjuk egymasbol, akkor a kovetkezGt
kapjuk:
v —a?=7 (2)

(1) és (2) osszeadasaval 2b* = 32, b* = 16; b = 4; a = 3 majd visszahelyettesitéssel ¢ = 5.

Az AB = 2d szakasz kozéppontja koriil rajzoljunk egy r sugara kort. Bizonyitsuk be,
hogy a kor tetszéleges P pontjara AP? + BP? allando.
Megoldas:

0

Ha az APB/\ haromszoget tiikrozzik az O pontra, ezért az APB(Q paralelogramma.

Ismert tétel, hogy a paralelogramma atloinak a négyzetosszege egyenld az oldalak négy-
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zetosszegével:
AB? + PQ* =2 (AP? + BP?)

(2d)* + (2r)* = 2(AP? 4+ BP?)
4(d* +r*) =2(AP* + BP?) ahonnan

(AP? + BP?) = 2(d* 4+ r?), ami allando.

20. A 2 egység sugartu kor kozéppontja 6 egységnyi tavolsadgra van egy egyenest6l. Hataroz-

21.

zuk meg annak a kornek a sugarat, amely a kort és az egyenest is érinti és kozéppontja
4 egységre van a 2 egységnyi sugari kor kozéppontjabol az egyenesre bocsatott merdle-
gestol.

Megoldés:

B

Pitagorasz-tételét alkalmazzuk az OCO; A — re:
(r+2)° = (6 1) + 42

72 +4r +4 =36 —12r + 12 + 16;

12r =48;  r =3,

Az a hosszisagu szakasz végpontjai koriil, a szakasz tartéegyenesének egyik félsikjaban
rajzoljuk meg az a sugaru koriveket. Hatarozzuk meg annak a kornek a sugarat, amely
a szakaszt és a két korivet is érinti.

Megoldas:




Az abran AB = a. Pitagorasz-tételét alkalmazva:
22y (2 )2 :
(a—r)"=r"+ ( 5)
2

a2—2ar+r2:r2+az;

3a
2ar = ~—;
ar 1

22. Keét parhuzamos egyenes tavolsaga 8 egység. Két egyenld sugari, egymast érintG kor agy
helyezkedik el a két egyenes kozott, hogy egyik-egyik a parhuzamosok egyikét is érinti.
A korok kozéppontjabol a parhuzamosokra hizott merdleges egyenesek egymastol valo
tavolsaga 3 egység. Mekkora az érinté korok sugara?
Megoldés:

)

4 B

Az abrarol leolvashatd, hogy CO; = 8 — 2r, az adatokbdl pedig AB = COy = 3.
Alkalmazzuk Pitagorasz-tételét a CO;0-/\ haromszogre:
(2r)* = (8 — 2r)* + 3%

4r? = 64 — 32r + 4r% + 9;

73

39r = 73 2
rede TE ey

23. Az r sugaru félkorben a hatarold sugarak folé befelé féelkoroket rajzolunk. Hatarozzuk

meg annak a kornek a sugarat, amely mindharom félkort érinti.
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Megoldas:

A Pitagorsz-tételt alkalmazzuk az OO; KA haromszogre:
2 2
(rr3) ==+ (3)

7,,2 742
:1:2~|—7“:B+Z:r2—2m:+$2+z;

3ar =12, T =

r

5.

24. Az AB = 4r atmér6ji félkorbe szerkessziink egy r sugard érintékort, amely AB — t is
érinti. Hatarozzuk meg annak a kornek a sugarat, amely a félkort és atmérdjét, valamint
a beirt érintékort is érinti.
Megoldas:

2r B

Felhasznélva az adatokat és az abra jeloléseit: OK = x; OO0y =2r —x, KO; =1r — .
Ezeket felhasznalva irjuk fel Pitagorasz-tételét az 010K és OO K /A derékszogt ha-

romszogekre:

v =(r+a) —(r—a),

y = (2r —a)’ —a?;

(40 — (=) = (o7 — 2 a2
2r - 2x = 2r - (2r — 2x)
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20 = 2r — 2x, dx = 2r, x:g.

25. Az AB = 4r tavolsag végpontjai koriil AB egyenesének egyik félsikjaban rajzoljunk AB
sugari koriveket. Az AB szakasz felére, az alabbi korivekkel azonos oldalra rajzoljunk
felkoroket. Hatarozzuk meg annak a kornek a sugarat, amely a félkoroket és a koriveket
is érinti.

Megoldas:

A rajzon lathato két derékszogi haromszogre alkalmazzuk Pitagorasz-tételét:
y? = (dr—a)" = (2r)"
y=(r+a) =7
(4r—z) — (2r)? =(r+a) =1,
1672 — 8rax + 12 —4r2 =2 + 2ro + 22 —1r? ;
12r? = 10rx ; T = %

26. Egy r sugaru korbe irt négyzet két cstcsa a koriven, a mésik kett6 pedig a hatarolo
sugarakon van. Hatarozzuk meg a négyzet oldalat.
Megoldés:

~’.‘2x

2x -
x X459

45°
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Tekintsiik az abra jeloléseit és alkalmazzuk Pitagorasz-tételét az O FChéaromszogre:
(3z)? + 22 = 12

1022 = r?

A négyzet oldala: a = 2x = -

27. Az r sugart, 120° — os kézéppontt szogl korcikkbe irjunk olyan érintékort, amely érinti
a sugarakat és a korivet. Szamitsuk ki az érint6kor sugarat.
Megoldas:
Megoldés:

Kovessiik az abra jeloléseit. Az AOBZ = 120°, az OF szogfelezs, ezért a TOO, £ = 60°,
ezért a TOO, A "félszabalyos" haromszog, ezért OT = i

2
Alkalmazzuk a jelzett haromszogre Pitagorasz-tételét:

(r—z)? =2+ (T;‘L’)Q,

9 r? — 2rx + 22
4 )

(r—z)’=ux
3(r— ) = 422,
V3(r—2) =2z,

rV3 =02+,

. r\/§ B r\/g (2 — \/§)
2+3 4-3
A keresett kor sugara: rv3 (2 — \/3) ~ 0,46r.

:r\/§(2—\/§).

28. Az egységnyi sugart kor érinti egy derékszog szarait. Hatarozzuk meg azon korok suga-

rait, amelyek a szogszarakat és az egységkort is érintik.
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Megoldas:

Kovessiik az abra jeloléseit és alkalmazzuk Pithagorasz-tételét az ABO/A héaromszogre:
(r—a)’+@—2)’=+z)

V2|r—x|=r+a
V2(1—z)=14=z vagy V2(z—1)=1+2
x(1+\/§):\/§—1, vagy x(\/§—1):1+\/§

Vi-1 (vV2-1)
T = = =3-2V2(=0,17) va
_ V24l

(V2+1)" =3+2v2(~ 5,83)

To =

V2-1

A nagyobb kort nem tiintettiik fel az abran.

29. Az ABC egyenl§ oldali haromszog belsejében vegyiink fel egy C” pontot tgy, hogy ABC’
haromszog egyenld szart derékszogi haromszog legyen. Milyen tavol van a C’ pont a C
—t6l és a BC' oldaltol, ha BC' = 10.

Megoldés:




av3 |
2 )
-CC’, mert C'D - vel szemkozti szog 30° -os.

Legyen AB = a = 10, ekkor CC" = %, cCy =

CC'=5(v3-1)(~3,66); C'D=

DO | —

C'D=-(V3-1)=-(vV3-1) (=1,83).

AN
NS

30. Egy derékszogli haromszogben az atfogod a hozza tartozd magassag 2v/2 — szorose. Ha-

31.

tarozzuk meg a befogok aranyat.
Megoldas:

B

C b A

Hasznaljuk az abra jeloléseit,a hol 0 < a < b
A kétszeres teriiletet kétféle modon felirva, figyelembe véve a feltételt is, és egyenlGvé
téve a kovetkez6t kapjuk:
ab = 2m?V/2
, ab
m° = ﬁ
Pitagorasz-tételét alkalmazva:
a® + b = (2m\/§)2 =8m? = dab = 2ab\/2, ahonnan:
V2
%—1—2—2\/5:0, ahollegyen)\:%<1.

1
>\+X—2\/§:0,

A= (2v2) A+ 1=0,
A=V2+V2-T=V2+£1

A mondottak miatt A < 1, azaz A = v/2 — 1.

Egy szabdlyos tetraéder minden oldala a. Szamitsuk ki két kitérg éle felez&pontjanak
tavolsagat.
Megoldas:

Mivel a szabalyos tetraéder lapjait szabalyos haromszogek alkotjak, ezért

AF, =CF, = a—, ahol a jeloli a szabalyos haromszog oldalat.
Mivel ACF,a egyenld szard, ezért FyFy L AC.

Pitagorasz-tételét alkalmazva:
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2
F\F,y = %

32. Az ABC egység oldalu szabalyos haromszog B csicsa koriil rajzoljunk egységkort és
hizzuk meg a C'D magassagot. Mekkora annak a kornek a sugara, amely az AB oldalt,
a C'D magassagot és az AC korivet beliilr6l érinti.
Megoldas:

Hasznéljuk az abra jeloléseit és vegyiik figyelembe a kovetkezdket:
1
AB=BC=CA=1, OB=1-r, ED=r; BD:§.

A BOD derékszogli haromszogre a Pitagorasz-tételt alkalmazva:

N2

r? + <r—|—§) =(1-r),

2, .2 1 2

r“+r +T+Z:1—2r+r ,
3 1

r2+3r—Z:0, ahol 0<7’<§,

18



3 9 3 3
Y S
r=—gE\iti= 3 Vs

3 1
r=+v3--=-(2v3-3),

279

2v3 -3
P 2373 g0

33. Egy 2 egység oldali négyzet két szomszédos oldala f6lé befelé rajzoljunk félkoroket. Sza-
mitsuk ki annak a koérnek a sugarat, amely érinti a négyzet oldalat és az egyik félkort
beliilr6l, a masikat kiviilr6l.

Megoldas:

A r H F'1 B

Hasznaljuk az abra jeloléseit. Ekkor AF, = BFy =1; OFy=1+7r; OF, =HF, =1—r.
Alkalmazzuk Pitagorasz-tételét az OFE Fon és az OH Fy o haromszogekre:

2422 =(1-r),
1+ =0—=r)+1+2).

Elvégezve a miiveleteket a kovetkezékhoz jutunk:
2r =1 — z? illetve  4r = (1 +2)%;

(1+2)>=2(1—2?);
1422+ 2?2 =2 — 222

322 + 22 —1=0;

2+ A+12 244

T12 =

34. Egy trapéz parhuzamos oldalai a és c. A trapéz teriiletét az alapokkal parhuzamos

szakasszal megfelezziik. Mekkora ennek a szakasznak a hossza?
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Megoldas:

Felirjuk az eredeti trapéz és a masik két trapéz teriiletét.Hasznéljuk az abra jeloléseit.

a—+c
2t = (m1+m2);
a-+c
= 1 (my1 + ma); (1)
a-+x
t= 2
2 maq; ( )
b=, 3)
2
(1) és (2) alapjan:
a—+x c+x
. f— cMo.
9 1 9 2

me a+x
2 - ()

my c+x

Az (1) és (2) alapjan:

a+c( o) a—+x

mi+ mg) = -m

1 1 2 5 1

(a—l—c)(l—i—@):QcH—Qx;
my

me  2a+2x 1.

my  a+c ’

Mo a+2x—c

e (5)

mi a-+c

(4) és (5) alapjan:
at+zr a+ 2r — ¢

c+zx a+c
(a+z)(a+c)=(a+2z—c)(c+x)

a® + ax + ac + cx = ac + 2cx + ax + 22% — * — cx

222 = a® + ¢

a2+02
xr =
V 2

20



Erdemes megfigyelni, hogy az alapokkal parhuzamos, a trapéz teriiletét felezs szakasz
hossza csak a parhuzamos oldalaktol fiigg, a magassagtol fiiggetlen. Mashogyan kifejezve:

az x szakasz a két parhuzamos oldal négyzetes kozepe.

35. Az ABCD szabalyos tetraéder minden éle a. A D csticsbél indulé magassag felez6pontja
M. Bizonyitsuk be, hogy AM 1 BM 1 C'M.
1. Megoldés:

Kovessiik az abra jeloléseit. A magassig talppontja az ABCx haromszog S silypontja,

) 2 a3  aV3 a
ezert AS:§ 9 = 3 s AFQ :25.
V3 3a®  6a®
DS2—g2_ [&Y2) _ 2% _ D%
5 =a (2 “T 9 Ty
ps = 20
5
DS2\?
AM2:BM2:A52+<—5)
2 2
AMQI a\/g + a\/é :3_6L2+6_(12:M:a_2
3 6 9 36 36 2

2
AM2+BM2:2~%:CL2:AB2

Utobbi egyenlGség a Pitagorasz-tétel megforditdsa miatt azt jelenti, hogy az ABMa
haromszog derékszogi, azaz AM 1 BM.
Mivel az ABMa = BCMa = ACMa ezért AM, BM, C'M egymasra merélegesek.
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36.

2. Megoldas:

Kinélja magat a vektoros megoldas!

Hasznaljuk az abra jeloléseit és legyenek a szabdlyos tetraéder élei egységnyi hosszuak.
—

Vezessiik be a DA = qa, ﬁ = b, D;C?“ = ¢ vektorokat, amelyek egységnyi hossziak és

kozbezart szogiik 60°.

Mivel S az ABCa haromszog stulypontja, ezért
Dd— a+b+c ol Q+Q+Q'

6
b b
VA ]\ﬁ a_Q—I—_+Q Q_Q+_+Q _
6 6
L e b— o) (Bh—a—c) =
~ 36 a—0—C)\90—a—¢C)=
1
%(25ab—5a —5ac—5b —|—ab—|—bc—5bc—|—ac—|—c):
1 /25 1 5 1 1 5 1 1
=— | ——=-—-5——- — — 4+ —-———4+-+1])==-0=0.
36(2 2 g 2 5+2+2 2+2+) 36

Ezzel belattuk, hogy M A1 M B. Tekintettel, hogy ezek a szakaszok nincsenek kitiintetve,

ezért a tobbire is igaz.

A szimmetrikus trapéz 13 egység hosszu atloja merdleges a szarra, a trapéz magassiaga 5

egység. Mekkora a teriilete?
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Megoldas:

Hasznaljuk az abra jeloléseit.

A C, B

BCCip = AA D, mert egy oldal és a rajta 1év6 két szog egyenls. Az emlitett két
haromszog teriilete is egyenld, ezért a trapéz teriilete egyenls az AC,C A, téglalap terii-
letével.

Pitagorasz-tétele szerint AC? = 13% — 5? = 144, igy AC| = 12.

A trapéz teriilete: t =512 = 60 teriilet egység.

37. Egy deltoid atloi 2 — 2, illetve 3 és 4 egységnyi darabokra osztjak egymést. Mekkora a
beirhat6 kor sugara?
Megoldas:

D

Az adatokbol adédoéan AF = CF = 3, BF = 3, DF = 4, igy Pitagorasz-tételt
alkalmazva a = /13, b = v/20 = 2v/5.

Szamitsuk ki a deltoid teriiletét kétféle modon!

p= (L4210 2= (a+b)r  masrészt:
2 2
AC-BD 4.
t= ¢ = ’ = 14, ezért:
2 2
14 14 14 (v20 — V13)

(a+b)r =14, r=

a+b V20++13 20— 13
r=2(v20 - 13) (= 1,73).
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38. Egy trapéz egyik parhuzamos oldalanak hossza 20 egység, magassiga 12 egység, két
szaranak hossza 13, illetve 15 egység. Mekkora a trapéz teriilete?
Megoldés:
goldés:

\

4 E F B

Az dbran az adatok a kovetkez6k: AB =20, BC =13, AD =15, m = 12 egység.
Vezessiik be az AETx, BF = x jeloléseket és hasznaljuk Pitagorasz-tételét:
2% =132 — 122 = 169 — 144 = 25, x = 5.

P2 =152—-122 =225 — 144 =81, y=29.

c=20—(rx+y)=20—-14=6.

a-+c 20+ 6
-m =

t =
2

-12 =26 - 6 = 156 teriiletegység.

39. Egy trapéz hosszabbik parhuzamos alapjan lévé szogek 30° — osak. A tébbi harom oldal
mindegyike 12 cm. Mekkora a trapéz teriilete?
Megoldés:

Ismert, hogy a derékszogtd haromszdgben, a 30° - os hegyesszoggel szemben fekvs befogo

az atfogo felével egyenld, ezért m = g = 6. A masik befog6 pedig ? = 6/3.
A leirtakbol kovetkezik, hogy a trapéz masik alapjanak a hossza:
a=2-6vV3+12=12 (\/§ + 1) . A trapéz teriilete igy:

a+tc 12 (V3 +2)

m=———=-6=36(V3+2) (~ 134,35) teriiletegység.

t =
2 2
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40. Egy 6 egység sugari kor koré olyan derékszogd trapézt frunk, amelynek legkisebb oldala
9 egység. Szamitsuk ki a trapéz teriiletét.
Megoldés:

A E F B

Az abra jel6lései szerint az adatok: A = AH =HD = DG =6, CG=FEF =3,
CF =12, vezessiik be a kovetkezé jelolést: EB = x, ekkor BF = x — 3.
Pitagorsz-tételt alkalmazva:

(z+3)° — (z — 3)* = 122

26 =122, x=12.

a=1z+6=18, c=06+3=9 (adott)
18+9

A trapéz teriilete: t = — 12 =27 -6 = 162 teriilet egység.

41. Egy egyenl§ szari haromszog alapja a, szara b egység. Mekkora a szarakhoz tartozo
magassaga’
Megoldas:

B

Az ABEA ~ CDEx, mert két-két megfelels szogiik egyenls, ezért az &dbra jeloléseivel
felirhato, hogy
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42.

43.

44.

et s mb =
mp

m, b -
Z My,
a

b

a? a?

Mésrészt Pitagorasz-tétel szerint m? = b* — — me = \/b? — —, igy

47
/ 2
mb:% bz—az.

Az ABCD trapéz AB alapjan az A csticsnal 60° — os szdg van,

a B — nél pedig derékszog. A trapéz AB — vel parhuzamos oldala 4, a magassaga pedig
2v/3. Hatérozza meg a trapéz hosszabbik atlojat, keriiletét és teriiletét.

Megoldas:

A N

Felhasznalva az &bra jeloléseit VD = 4, m = 2v/3. A "fél-szabalyos" AED haromszog
tulajdonsaga miatt AD = 2x. Alkalmazzuk a Pitagorasz-tételt erre a haromszogre:
(22) — 22 = (2V3)", 322=12, 22=4, z=2

k=6+4+4+2V3=14+2V3(~17,46);  t=10V3(~ 17,32).
AC? =62+ (2v/3)" = 36+ 12 = 48;

AC = 43 (~ 6,93)

Egy haromszog oldalai 10; 10; 12 egység. Szamitsuk ki a haromszogbe irhato, illetve a

koré irhato korének sugaréat.

Megoldas:

A haromszog teriiletének a kiszamitésara hasznaljuk a Heron-képletet:
T=+ys(s—a)(s—)(s—c)=+16-6-6-4=48.

Jelolje a beirt kor sugarat r, a koré irt korét R és alkalmazzuk az ismert T" = r - s és

abe t 48 1200 25
= — k’ l k N = - = — = N = —= — = 2 .
R T épleteket: r T 3; R 143 1 6,25

Egy derékszogi haromszog befogoi 8 és 15 egység.
a) Mekkora a haromszog koréirt kor sugara?

b) Mekkora a haromszogbe irt kor sugara?
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45.

Megoldas:
Jeldlje a haromszog befogoit a és b az atfogot pedig c. A haromszog koré irhato kor sugara
az atfogd hosszanak a fele, amit Pitagorasz-tétellel kiszamithatunk:

2 =82+152=289; c=17; R =38,5.

t
A beirt kor sugarat az r = — képlet alapjan szamoljuk:
s
8-15
r=_——=23.
2-20
Hatarozza meg az r sugarta korbe irt szabalyos nyolcszog oldalanak és teriiletének pontos
meértékeét.
Megoldés:

-
N
.
.
.
.
.
. .
. .
.
o/
R
. .
.
.
.
.
.
.
.
.
.

Hasznaljuk az abra jelléseit, melyen a szabalyos nyolcszognek csak egy oldalat rajzoltuk
meg. Jelolje ezt az oldalt ag = AB. Alkalmazzuk Pitagorasz-tételét az OAD A harom-

szogre, majd a BC'Da haromszogre:

2 r _T\/i

202 =1 = — ;

N

a2 =22+ (r—xz)° =12 —2rz + 2%

a§:2r2—7’2\/§:7’2(2—\/§);

. 2
. _r2x =Adry = 4r - —“2/_ = 2r2y/2.

46. Az ABCD trapézban az A és a D csicsndl derékszog van.A trapéz parhuzamos oldalai

koziil a C'D a rovidebb, és ez éppen egyenld a trapéz magassagaval. A B cstucsbol az AC
atlora bocsatott merdleges ezt az atlot M pontban metszi. A CBM/ = 15°, a BC oldal

hossza 6 egység. Szamitsuk ki a trapéz ismeretlen szogeit és teriiletét.
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47.

Megoldas:

D
m
45
s
A

A feltevés szerint AD = C, ezért AC,CD négyzet és igyABMa egyenld szart és derék-
szogii. Ebbol kovetkezik, hogy ABN £ = 45°. Mivel CBM £ = 15°, ezért ABCA = 60°.
Igy viszont a 30° -0s szoggel szemkozti BC, befogo fele a BC-nek, vagyis
BC, = 3, ebbdl kovetkezik, hogy m = 3/3.

AB=3V3+3; CD=3V3;

t= 6\/_+3 - 3V3=27+4,5V3(~ 34,79).

Egy derékszogi haromszoghen az egyik hegyesszog szogfelez&jének hossza 10 egység. Ez
a szogfelez6 a szemkozti befogoval 60° — os szdget zar be. Szamitsuk ki a haromszog
hegyesszogeit és oldalait. Mekkora teriileti részekre bontja ez a szogfelezé az adott hé-
romszoget?

Megoldas:

A feltételbdl az adatok a kovetkezdsk:
AD =10; =60 ebbdl adodoan o = 30% B =230°, CD =5, AC = 5/3.
Mivel a = [ ezért az ABD A egyenld szaru és igy BD =10, BC =10+ 5 = 15.
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Mivel 8 = 30° ezért AB = 2 - AC vagyis AB = 10v/3.
5-5V3 253
2 2

tapp = 2 - tacp = 25v/3 (= 43, 30) teriilet egység.

tacp = (= 21,65) teriilet egység.

48. Egy derékszogli haromszog teriilete 100 teriilet egység, a haromszogbe irhatoé kor sugara
4 egység. Mekkorak a haromszog oldalai?
Megoldés: Jelolje a és b a derékszogii haromszog befogoit, az atfogor c, a beirt kor suga-
rat r. Feltehetjiik, hogy a > b.
Ismert, hogy ¢ = a + b — 2r, jelen esetben ¢ 4+ 8 = a + b, ebbdl addédodan:
¢ + 16¢ + 64 = a® + b* + 2ab,

Tekintettel arra, hogy a Pitagorasz-tétel értelmében a® 4 b? = 2

és a haromszog teriile-
teébdél 2t = ab = 200, a kovetkezd egyenlethez jutunk:

16c + 64 = 400; 16¢ = 336; ¢ = 21.

A befogoknak kér egyenletet kell kielégiteni:
a+b=29 és ab = 200.

A Viete-formulak alapjan a bs b a kovetkez6 egyenlet gyokei:
22 — 292 + 200 = 0;

29 + /841 — 800 29 ++/41
2 a 2 ’

29 + /41 ; 29 — /41
a=——"- = —
9 2

212 =

49. Egy téglalapba konvex négyszoget frunk. A téglalap keriiletén végighaladva, a beirt
négyszog csicsai a téglalap oldalait rendre azonos ardnyban osztjak. Mekkora ez az
arany, ha a beirt négyszog teriiletének és a téglalap teriiletének az aranya 5 : 8.
Megoldas:

D G C
H F
A E B

Az abra jeloléseit hasznalva vezessiik be a kdvetkezd jelolést:
DG =FEB=ka, AE=CG=(1—-k)a, AH=CF=kb, BF=DH=(1-k)b.
ahol 0 < k£ < 1.

29



20.

ol.

Mivel a levagott részek teriiletdsszege a téglalap teriiletének 3 ad része, ezért felirhato

a kovetkezd egyenlet:

4~%-ka-(1—k)b—g-ab
3
k(l—k)—1—6
3
kQ—k+1—6—0
klzi kQ_i.

Az osztoarany: 1 : 3.

Egy K kozéppontt kor AM ivéhez 60° — os kdzépponti szog tartozik. Jeldlje B az MK
egyenesnek a korrel alkotott mésik metszéspontjat, C pedig az M K egyenesnek azt a
pontjat, amely a korén kiviil gy helyezkedik el, hogy BC' = BA. Szamitsuk ki az ABC
haromszog szogeit és teriiletét.

Megoldés:

Az abran figyelembe vettiik, hogy az egyenld szart haromszog alapon fekvé szogei egyen-
16k. Az AKM/ az ABK A kiils6 szoge, ezért 5 = 60°. Hasonlé alapon o = 15°.
x = 2rsin60° = rv/3

2

x 2 1 =z
tape = —sin1500 = = . - =L
ABC = Ty S 2 2 4
. 3
ABC =

Az ABC haromszégben AB = 4 egység, BC = 6 egység, a B csticsnal 16v6 szog 30°. A
B cstcsnal 1év6 szog szoglelezGje az AC oldalt a D pontban metszi. Mekkora az ABD

haromszog teriilete?
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o2.

Megoldas:

4 p C

Az adatok az abra jeloléseivel a kovetkezék: AB =4, BC =6, 3 = 15°.
tapp AD AB 4 2

tsep DC  BC 6 3
A teriiletek aranyanak felirdsanal felhasznéaltuk, hogy a két haromszog AD illetve DC

oldaldhoz tartoz6 magassagvonalak megegyeznek, masrészt a szogfelezd tételt.
2 4-6

tABD = g . tABC = T sin 300 =6 tertilet ngSég.

2
tagp = £ 6 = 2,4 teriilete egység.

Egy rombusz egyik szoge 150°. Bizonyitsuk be, hogy a rombusz oldala az 4tlok mértani
kozepe.
Megoldas:

Irjuk fel a rombusz teriiletét kétféle modon:
% = a?sin 30°

e f=a?

a = /e - [, amit bizonyitani kellett.
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53. Adott a haromszog két oldala: AC = 13, BC' = 11 egység és a C' — bl indulo sulyvonala

CF = 10 egység. Mekkora a haromszog harmadik oldala és a teriilete?
Megoldés:

Az adatok az abra jelolései szerint a kovetkezdk: a = 11, b =13, s = 10 egység.
Az ABC haromszoget az AB oldal F felez6pontjara tiikrozve az AC BC, paralelogram-

méhoz jutunk. Ismert, hogy a paralelogramma oldalainak a négyzetosszege egyenls az
atlok négyzetosszegével, ezért:

2(a? + b?) = ¢ + (25)°
2 (112 + 13?) = 2 + 202
580 = ¢ + 400, c? = 180, c = 6v/5 ~ 13,43 egység.

A haromszog teriiletét kiszamolhatnank a Heron-képlettel, de ha a pontos értéket akarjuk

meghatarozni, akkor példaul kiszdmoljuk a C' csiicsnél levs szoget koszinusz tétellel, amit
jeloljon .
180 = 112 +13%2 —2-11 - 13 cosy

110 5!

86cos 7y 0, cos 7y 5%6 — 13
: \/ 25 \/ 169 —25 12
siny =4/l —— =4/ ———— = —
169 169 13

1 12

T =--11-13- — = il el
ABC = 3 3 3 66 teriiletegység

54. Az ABC' szabdlyos haromszdg belsejében egy P pont tgy helyezkedik el, hogy
AP = BP = 2 egység és PC = 1 egység. Mekkora a haromszog teriilete?
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Megoldas:

A D B

Hasznaljuk az abra jeloléseit, ahol AB = BC' = CA = a, PA = PB =2, PC =1
egység. Alkalmazzuk Pitagorasz-tételét:
2
a?=(1+z)+ (g)

3a?
14+ 2)° =

VE]

1 = —
+x 5

av3

r=—"_1
2

2 32 2
x2+<9) — 22, %—a\@+1+a—:4,

2 4
@ —a/3—3—0 a:\/gi\2/3+12:\/§i2\/1_5
1
Mivela>0ezérta:@:§(\@+l).
23 3 3 3
T YS 3 (Vi B (6 2vE) vE= 2 (34 V) VA= 410

55. Egy szimmetrikus trapéz parhuzamos oldalai 12 és 8 egység, szarai 4 egység hosszuak.
Mekkora a trapéz teriilete? Milyen messze van az atlok metszéspontja a 8 egységnyi oldal
végpontjaitol?

Megoldas:

Kovessiik az abra jeloléseit az adatokkal: AB =12; CD =8; AD = BC = 4.
EB — AB—-DC 12-38

2 2
magassag: m = 2v/3, igy a trapéz teriilete:

= 2, ami miatt a BC'Ex "fél szabalyos" haromszog, ezért a

12 +8
T = 2+ - 2v/3 = 20V/3 (= 34,64)
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26.

a7.

N
E B

CDMp ~ ABMp, mert megfelel6 szogei egyenldk, ezért
CM 8 2

MA 12 3

CM = %AC = %4\/7 = ST\ﬁ (= 4,23)

Egy derékszogli haromszog atfogoja 12,5 egység, az egyik befogo 2,5 egységgel nagyobb

a méasiknal. Mekkorak a befogok és a haromszog beirhatoé korének sugara?

Megoldas:

Jelblje a a derékszogii haromszog egyik befogojat. Az adatok szerint ekkor a mésik be-

fogd a + 2,5, az atfogo pedig 12,5 egység. Alkalmazzuk Pitagorasz-tételét:
a+(a+2,5)° =125

26> +5a—150 =10
" -5+ 25+ 1200 —5+35

4 4
-5+35 30
GIZT:Z:7’5 (ag = —10)
a befogok 7,5 és 10 egység hosszuak.
7,5-10

A haromszog teriilete: ¢t = = 37,5 teriilet egység.
Ismeretes, hogy t = r-s, ahol r jeloli a beirt kor sugarat s pedig a haromszog keriiletének

37,5
a felet (félkeriilet), ezért r = ? = 2,5 egység.

: . . o , . Al a+b—c
Megjegyzés: akiismeri a derékszogi haromszog esetében hasznalhato, ismert r = ————

2
képletet az rovidebben célba ér.

Az egyenl$ szart hiromszog alapja 12 egység, a hozza tartozd6 magassag 8 egység. A
beirhato korének az alappal parhuzamos érint6jébél mekkora darabot vagnak ki a szarak?
Megoldas:

A CF =8, a Pitagorsz-tételét felhasznalva AC' = BC' = 10
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28.

B

A

12-8
Az adatokbol kovetkezik, hogy k = 32 s = 16; t = — = 48, igy a beirhato kor sugara:

t 48
7":—:—:3

s 16 '
EFF =6, CFE=2; CGHp ~ ABCx, mert szogei paronként egyenlsk, ezért

GH CE 122

AB ~ CF’ T8

Az ABC egyenl§ szarta derékszogli haromszog befogdjanak hossza a egység. Az oldalak
mindegyikére kifelé négyzeteket szerkesztiink. Ezek kdzéppontjai Oy, Oy, O3. Szamitsuk
ki az Oq, Oy, O3 haromszog keriiletét és teriiletét.

Megoldas:

Az AO3BC négyszig egy a oldalt négyzet. Bebizonyitjuk, hogy To,0,0, = Thospc = a’.
Taosc = Teo,04 illetve Tpo,c = Too,04, mert egy oldal és a hozza tartozé magassig
kozos. A két egyenlGséget Osszeadva éppen a bizonyitando allitas adodik.

Pitagorasz-tételét alkalmazva:
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29.

60.

oo () +(3) -

av'10
2

Az 010,05/ haromszog keriilete: k = av/2 + av/10 = av/2 (\/5 + 1) (=~ 4,58a) .

0103 =

Egy haromszog beirhat6 korének sugara 3 egység, amelynek érintési pontja a hidromszog
egyik oldalat 3 és 4 egységnyi darabokra osztja. Mekkordk a haromszog oldalai?
Megoldas:

B
G 4
S r
A E. C

Az EOCx egyenld szaru derékszogi, ezért ECOZ = 45°. Mivel a beirhato kor kozép-
pontja a szogfelez6k metszéspontja, ezért az emlitettek miatt az ACBZ = 90°.
Vezessiik be a BF = BG = x jelolést és alkalmazzuk az ABC' haromszogre Pitagorasz-
tételét:

(z+4)° — (x+3)7 =7

20 +7 =49, x = 21.
A haromszog oldalai: 7; 24 és 25 egység.
Egy egységsugari korbe olyan egyenld szart haromszoget irunk, amelynek szara az alap

kétszerese. Hatarozzuk meg a haromszoégbe irt kor sugaranak pontos értékét.
Megoldés:
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61.

Pitagorasz-tételét alkalmazva:

2 4+a=1
(z +1)* + a® = (4a)®

22+ 2z + 1+ a? = 1642

1
1422+ 1 = 16a? a2:”“:
9 x+1 9
z* + 3 =1, 8r*+x—-7=0
1+V1F224 —-1+15
xr = = .
16 16

7 V15
Mivel x < 0, ezért x = 3’ ezek utan a szamithat6, a = ——.

15 V15

—

NN
—_
o
S

15 3
t=r-s; a-— =r-ba; r=—.
8 8

Az egységsugaru korbe irjunk egy négyzetet és egy szabalyos haromszoget oly modon,
hogy egy cstucsuk kozos legyen. Hatarozzuk meg a haromszog és a négyzet kdzos részének
a teriiletét.

Megoldas:

a

D O3

G
W X

E

1
Az ABC A héaromszogben az O pont silypont is, igy OC' =1, OF = FE = 5

A CF az abra szimmetriatengelye ezért CDPn =2 CGPa. Masrészt My MoEa egyenls

1
szart és derékszogli ezért a hegyes szogei 45° - osak igy FM, = 3 Ebb6l adéddan

1
Thyvpe = 1
Mivel a kor sugara 1, ezért a négyzet oldala v2. A COG derékszogid haromszogben

PCGZ =15, igy PG =+2tan15° = V2 (2 — V/3).
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62.

63.

(Kénnyen belathato, hogy tg15° = 2 — v/3.)

PGéCG _ \/5(2_2\/5)\/522_\/5

A négyzet teriilete 2 teriiletegység, a kozos rész teriilete pedig:

Tepg = Teap =

1 9
T =2-2Tcap + Tvymze) = 2— <4 — 23+ Z) = 2\/_—4—1 (=~ 1,21) teriilet egység.

Egy egyenl6 szart haromszog alapja 48 egység, a szara 30 egység. Hatarozzuk meg a be-
irt és koré irt kor sugarat, valamint a két kor kozéppontjanak egyméastol valo tavolsagat.
Megoldas:

A megoldashoz felhasznaljuk a kovetkezd ismert formulakat:

abc
T=+ys(s—a)(s—b)(s—c), T=r-s, R:E7

ahol a szokasos jel6lés szerint a haromszog oldalait a, b, ¢, a beirt kor sugarat r, a koré

irt kor sugarat R, a hdromszog teriiletét T', a félkeriiletet s jeloli.

Alkalmazva az emlitett formulédkat, a kovetkezé eredményhez jutunk:

a+b+c 432 48 30 - 30
= —— — :—:2.
s 2 U SET g

Jelolje a szérak metszéspontjat C. Ekkor mindkét kézéppont C- re illeszked6 magassag-

54, t=432, 1=

vonalon van (szimmetria okok miatt). A beirt kor kozéppontja legyen Oy, a koré irté Os.
Ekkor a két kor tavolsaga: 0105 = |CO; — CO,| =25 — 10 = 15.

Hat4rozzuk meg a haromszog teriiletét, ha ACBZ = 30°, AC = BC és a haromszog
keriilete 5 egység.
Megoldas:

A X p X B

Hasznaljuk az abra jeloléseit felhasznalva, hogy ACBZ = 30" igy ACDZ = 15°. A
keriilet 5 egység, ezért 2x + 2b = 5.

% —sin15°, = bsin 15,
2 (1 +sin15%) = 5
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b= ————
2 (14 sin159)
b? b? 25
t=—sin30’ = — = ~ 0,986 teriiletegység.

4 16(1 +sin 150)°

64. Egy héromszog oldalai: AB =5, AC' =4, BC' = /17 egység.
Az ACB — re meréleges EG szakasz a haromszoget két egyenld teriiletii részre bontja.

Szamitsuk ki az EG szakasz hosszat.

Megoldés:
B
E
m
¢C ¢ G 4

Vezessiik be a kovetkezs jeloléseket: BC, = m, AC, = x. Ekkor az adatok felhasznala-

saval C'C_4 — z. Pitagorasz - tételét alakalmazva:
m? =17 — (4 — x)°
m? = 25 — 22
17— 16 4 8z — 2? = 25 — 2

8r = 24, T =3, m? =25 -9, m = 4.

3
tapc, = Z_ltABC

1
tapc = EtABC’

tapc 2

tape, 3
Az ABC1A ~ AEG A, ezért

EG\? 2 E 2 2
EGN 2 . EG_ 2 EG:4\/j%3,27.
m 3 m 3 3

65. Az ABC haromszogbe irjunk négyzetet oly modon, hogy annak egyik oldala az AB
oldalon legyen. Mekkora a négyzet oldala, ha

2
AB=AC =38,a BC = 8\/; egység.
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Megoldas:

B x E

Pitagorsz-tételét alkalmazva:

2
64 — 64 + 162 — 22 = 64 - = — 22

3
2 8
16z =64 - = =—-=1.6
T 3 T 5
2 64 576 24
m2=64.-= — — = —, m=— =4,8.
3 25 25 5
Mivel A1 B1Ca ~ ABC ezért:
m—-—a m m 1 m m 8m
= — _— = — e a:—
a 8’ 8’ a m+ 8
24
8%  8.24 ;
a = = == .
24
g4 64

5

66. Az egségsugaru kor koré irjunk négyzetet és szabalyos héromszoget oly modon, hogy a
négyzet egyik oldala a haromszog egyik oldalidra essen. Mekkora a haromszog és a négy-
zet kozos részének a teriilete?

Megoldas:

Jelolje a szabdalyos haromszog oldalat a az adatokbol a kor sugara 1 egység, a négyzet
V3

odlala 2 egység a szbdlyos haromszog magassaga mint ismert
A haromszogbe irt kor kdzéppontja egyben a héromszog stlypontja is, ezért az O har-
madolja a magassidgot, a harmada 1 egység, ezért a magassag 3 egység. Ebbdl adoddan

DK =1 egység.
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3
KF:tg?)OO:g, FDzl—Kle—?,

v = FDV3 = (1_§>ﬁ:ﬁ_1.

A négyzetbdl levagott haromszog ¢t teriilete:

A k6z0s rész ty, teriiletet megkapjuk, ha a négyzet teriiletébdl elvessziik a két ¢ o teriiletet:

3 2 2
tk:4—2-§(2—\/§) :4—5(2\/5—3) = g(2\/3—3) ~ 3,69 teriilet egység.
67. Adott a haromszog egyik oldala: AB = 30 egység, a hozza tartoz6 magassag 10 egység.
A haromszogbe olyan téglalapot irunk, amelynek egyik oldala AB — re illeszkedik. Mek-

korak a téglalap oldalai, ha teriilete 63 teriiletegység?

Megoldés:
C
A y
10-x
10
L Al y B |
X \
v y B
Az A B,Cna ~ ABC ezért:
Y 10 — z
30 10
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68.

69.

Masrészt ismert a teriilet, ezért: xy = 63.
Az els6 egyenletbdl y = 3 (10 — x) , behelyettesitve a méasik egyenletbe:
3z (10 — x) = 63, z (10 — z) = 21,

z* — 10z + 21 = 0, 1 =17, 1 =9; 12 = 3, yo = 21.

Mindkét megoldas lehetséges.

A 4 egység sugart kor kozéppontjatol 8 egységnyi tavolsidgra levé P pontbol hiizza meg a
kor érintdit; az érintési pontokat jelolje A, illetve B. Szamitsa ki az AP B sz0g nagysagat,
az AB szakasz hosszat, valamint a két érinté és az érintési pontok kozé es rovidebb AB
iv altal hatarolt sikidom teriiletét.

Megoldés:

B

Mivel OP = 2 - OA ezért QPO/ = 30%, vagyis APB/ = 60°, AP = 4+/3.
Az ABPA szabalyos, ezért AB = 4+/3.

OP-AB 8-43

= 16 3.
2 2 V3

Tappo =

16
Az ABO korcikk egy harmadkor, ezért teriilete: Tapo = Tﬂ

16
A keresett teriilet:t = 161/3 — Tﬂ =16 <\/§ — g) ~ 10,96 teriiletegység.

Egy hegyesszogi haromszog két oldala 20 és 24 egység, a haromszog koré irhatd kor

sugara 15 egység. Szamitsa ki a hdromszog szogeit és a harmadik oldal hosszat.

Megoldas:
Az abran az adatok a kovetkezdk: a = 20, b =24, r = 15.
2
A "harképlet" szerint a = 2rsina = 2 - 15sin «, sina = 3 a = 41,810,
b 24
b = 2rsi inf=—=—=0,8; = 53,13°.
rsinf, sinf 5 = 30 , 8 B ,
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70.

v =180 — (ar + ) = 180° — 94,94° = 85, 06°.
c=2rsinvy, c = 30sin 85, 06° ~ 29, 89 egység.

Egy rombusz oldala 12 egység hosszt, az egyik szoge 140°. Egyik hegyesszdgének csi-
csabol két szelGvel harom egyenl teriilet részre bontjuk a rombuszt. Mekkora egy-egy
rész teriilete, és mekkora a szel6knek a rombuszba esé darabja?

Megoldas:

Megoldas:

Az adatok a kivetkezok: a = 12, 3 = 140°.

1
ApE = glapep = glape
Mivel ABEAés ABCaABE illetve BC' oldalhoz tartoz6 magassig azonos, ezért

BEzg-BC —>BE:§-12:8.

A koszinusztételt alkalmazvas
AE? =122+ 82 —-2-12-8cos 140°

AE? = 144 + 64 + 24 - cos 40°=355,0805
AE = 18,84 egység.

1
taBE = 3 122 sin 40° = 48 - sin40° = 30, 85 teriiletegység.
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71. Az r sugaru kor ugy helyezkedik el a R sugart 2a kézépponti szogi korcikkben, hogy a
korcikket hatarolo korivet és mindkét sugarat érinti. Fejezziik ki r — et R —rel és a — val.
Megoldés:

= sin «

R—r

r= Rsina — rsina

r(l+sina) = Rsina

B Rsina
"~ 14sina

5
72. Egy egyenl6 szart haromszogben az alapon fekvd szogek szinusza 3 Tablazat alkalma-
zésa nélkiil szamitsa ki a két szar altal bezart szog tangensét.
Megoldés:

C
p
2

A D B

5
Adott, hogy sina = 5L ezért feltehets, hogy a rajzon C'D = 5, BC = 13 egység, igy
BD =12 egység.

tg 5= 5 ezt kovetGen alkalmazzuk a kovetkezd - ismert - képletet:
2tg g
tgf= —2 .
1 — tg? s
2
24

- __ 5 120

Kapjuk, hogy tg 8 = 1 i = 119
25
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73. Az ABC héaromszog oldalai természetes szamok.
Legyen BC = a, AC' = b, AB = ¢,b+ ¢ = 5a és a C csticsnal fekves szog 60°. Szamitsa ki
a legkisebb keriileti hdromszog teriiletét.
Megoldas:

A koszinusztételt alkalmazva:
A=a>+b*—ab
c=5a—0b
(5a —b)> =a? + 1> —ab
25a% — 10ab + b*> = a®> + b*> — ab

24a® — 9ab = 0, mivel a > 0, ezért
8a
=3
Az a oldal lehet6 legkisebb értéke a = 3 és ekkor a tobbi oldal minimalis értéke:

b=8ésc=T.
3 - 8sin 60°
fa=—%5"—"

8a—3b=0, b

= 6/3 (=~ 10, 39) teriilet egység.

74. Egy haromszog hédrom oldalanak mindegyike kisebb 1-nél. Bizonyitsuk be, hogy a ha-

. . 3
romszog teriilete kisebb, mint T
Megoldés:
A haromszdgnek van olyan szdge, amely nem nagyobb, mint 60°. Ha ugyanis nem lenne,

akkor a szogek Osszege nagyobb lenne 180° - nal, ami lehetetlen.

V3

t= %ab siny < %absin 60° < % 1.1 5 = \/Tg teriilet egység.
75. Egy haromszog egyik szoge 120°, az oldalak olyan szamtani sorozatot alkotnak, amelynek
kiilonbsége 1. Mekkorak a haromszog oldalai?
Megoldés:
Jeloljiik a haromszog oldalait a kovetkezSképp:  — 1, o, x + 1. Ekkor a 120° —os szog
az r + 1 —es oldallal szemben van. A koszinusztételt alkalmazva:
(z+1)* =22+ (x — 1) — 22 (x — 1) cos 120°

DO | —

4+ 2r+1=0?4+22-20+1+2z(x—1)

20 =22 -2+ 2% —x

202 — bx =0 r1 =0, To = 2,0.
Mivel x > 1, ezért a haromszog oldalai 1,5; 2,5; 3,3 egység.

76. Mekkordk az ABC' haromszog szogei és ismeretlen oldala,
ha AB = 10, BC = 8 egység, és BAC Z = 30°.
Megoldas:
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4 c

Mivel két oldal és a kisebbikkel szemkozti szog adott, ezért a feladat nem egyértelmi (két

megoldéas van). A szinusztételt alkalmazzuk:

siny AB N ) 1 10 0. 625
= — 1n = — s — =
sinaa  BC sy 2 8 ’
v = 38,68°, o = 141,329, B =111, 32Y, By = 8,68°.
bp 8 by 8
sinf3;  sin30° sin By sin 300
by = 16sin 111, 32° by = 16sin 8, 68°
by = 14,91 egység by = 2,41 egység.

77. Az ABCD trapéz derékszogi; a derékszogl csicsok A és B. A parhuzamos oldalak
AD = 15, BC = 24 egység. A CD oldal felez6 mer6legese az AB oldalt olyan F
pontban metszi, amelyre AE = 20 egység. Hatarozzuk meg a C'ED sz0g nagysagat.
Megoldas:

4 £ B

CG = BC — AD =24 — 15 =9, Pitagorasz-tételét alkalmazva:
DE? = 20% + 152 = 400 + 225 = 625, DE =CFE = 25.

BE? = 25% — 24% = 625 — 576 = 49, BE =T.

46



CD? = 27? + 9% = 810, CD = 28, 46; = DF = 14,23.
i _Dr_ 14,23 0,5692 = o = 34, 69°
sma—DE— 55 = U a = 34,69°.

A keresett szog: CED/ = 2a = 69, 38°.

78. Egy haromszog odalainak aranya: a : b:c=4:5:6. Bizonyitsuk be, hogy a haromszog
legnagyobb szoge a legkisebb szdgének kétszerese.
Megoldés:
Vezessiik be a kovetkezd jelolést:a = 4z, b = bx, ¢ = 6x, aholx > 0. Mivel c a legnagyobb,
ezért vele szemkozt va a legnagyobb sz6g, amit jel6ljon v.A koszinusztételt alkalmazva a
kovetkezét kapjuk:
(62)* = (42)° + (5z)> — 2 - 4z - bx cosy

3622 = 1622 + 2522 — 4022 cos

45 3
4022 = Ha? = -.
x? cosy = ba?, COSY = o = 7

Azt kell megmutatni, hogy v = 2a.. Ehhez elég belatni, hogy cos2a = cosy igaz.

Ismeretes, hogy cos 2o = 2cos? a — 1.

3 9 9 1
2=2-(2)-1=2. 2 1=2_1=2
cosea (4) 16 8 8

ami éppen cosy. cos2a = cos7y, és mivel haromszogrél 1évén sz6 2a = v kdvetkezik.

79. A derékszogi haromszog derékszogének szogfelezGje f egység, amely az atfogot 4 : 7

aranyban osztja. Fejezziik ki f segitségével a haromszog oldalait.

Megoldas:
C
afiso 45° b
f
B D . A
Hasznaljuk az abra jel6léseit, ekkor a2 frjuk fel a haromszog kétszeres teriiletét a

két részhdromszog teriiletének az osszegeként!

f£ +bf£

Osszuk el a kapott egyenletet b — wvel :

:fgeﬂ):fﬁ(zul) \/5_11:11f\/§.

7T 11fvV2  11fV2
4 4 14 8




2 2
02:a2+b2: (M) +<11f\/§> :112f2 (L—F 1)

14 8 72.9 25
16 + 49 65 130
2 2 r2 _ 2 £2 _ 2 r2
¢ = 72.95 = 17 '72-25_11][ 7296
11£v/130
C= ——r.

o6

80. Egy haromszog oldalai olyan szamtani sorozatot alkotnak, amelynek kiilonbsége 1. Leg-

81.

nagyobb szoge a legkisebb szogének kétszerese. Hatarozzuk meg a legkisebb szégének

koszinuszat.

Megoldés:

Legyenek a haromszog oldalai @ — 1; a; a + 1 ahol a > 1. Ekkor a legkisebb szog az

a — 1 oldallal szemben van, jeldlje ezt a és ekkor a legnagyobb szog 2o, ami az a + 1 - es

oldallal van szemben. A megoldés soran a szinusztételt és a koszinusztételt alkalmazzuk.
sin2a a+1 2sinacosa a+1 a+1

: = ) ; = , 2cosa = .
sin «v a—1 sin «v a—1 a—1

(a—1)2=(a+1)°+a*—2a(a+1)cosa

1
(a—1)2:(a+1)2+a2—a(a+1)-a+1
a_
1
a(a+1)'a+1=a2+2a+1+a2—a2+2a—1
a_
a+1
1 =a®+4
a(a+1) =@ tda
(a+1)7=(a+4) (a—1), a’+2a+1=a*+3a—4, a=D>.
. . . ) . . . a+1 3
A haromszog oldalai 4; 5; és 6, a legkisebb szdg koszinusza: cosa = 2(—1) =7
a_

Az ABCDE o6tszog koré irhato korének sugara egységnyi. Mekkora az 6tszog teriilete,
ha ismeretes, hogy AB = /2, ABE/ =45° és BC = CD, DE = 1.
Megoldas:

A Pitagorasz-tétel megforditasa miatt az ABOa egyenl§ szari és derékszogi, ezért
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82.

83.

ABOZ = 45° és igy ABE/Z = 45° miatt BE a kor atmérdje, ezért a BED, derék-
sz0gt haromszog. Ebben a haromszégben BE = 2, DE = 1, ezért a = 30° és BD = /3.

1 1
Az OS a BDFEA kozépvonala, ezért OF = 3 és igy CF = 3

3 3
tapp = 1 teriilet egység; tppp = > teriilet egység; tpep = T teriilet egység.

3v/3

Az otszog tertilete: T =1 + e (= 2,3) teriilet egység.

A korbe irhato ABCD négyszog BD atloja a kor atmér6je. Szamitsuk ki az AC atlo
hosszat, ha ismeretes, hogy BD =2, AB=1, ABD/: DBC/Z =4:3.
Megoldas:

A

A feltétel miatt ABOa szabélyos, igy ABD/ = 60°. Ezért egy aranyos részre 159 jut,
kovetkezésképp DBCZ = 3 -15° = 45° ABCZ = 105°. A hurképletet alkalmazva:

AC =2-1-sin105" = sin 75% = sin (45° 4 30°) = sin 45" cos 30° + cos 45° sin 30" =
VBB BB
2 2 2 2 2

Egy szabalyos n oldali és egy szabalyos 2n oldala sokszog keriilete egyenlS. Bizonyitsuk

(\/3 +1) (= 1,93) egység.

be, hogy teriiletiik aranya:

m

Megoldas:
2T

Az n oldala szabalyos sokszog egy oldaldhoz tartozd kézépponti szog a = —, a koré
n

irhato kor sugara ;.

™ .
Az oldal hossza: a, = 2risin—, a hurképlet szerint.
n

2
A 2n oldala szabalyos sokszog egy oldaldhoz tartozo kozépponti szog [ = 2_7r = E, a

n n
koré irhato kor sugara ro.

s
Az oldal hossza: as,, = 23 sin o
n
s s
k, = n2risin—; ko, = 2n - 219 sin —
n 2n
A feltétel szerint k,, = ko, azaz
T T
n-2risin— = 2n - 2ry sin o

n n

. T .
r18in — = 2ry sin —
n 2n
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sin 2a = 2 sin v cos v alapjan

. ™ . T
2r1 sin — cos — = 279 sin —, ahonnan
2n 2n 2n
T Ty T
71 COS — = Ty, = — = cos —.
2n 71 2n
2 27 ra .o
t, =n-—sin —; to, = 2n - —=sin —
2 n 2 n
. T 9 . T
2 sin — sin —
lon  2mry ' no_o. T2\ n
o 2r T n
n nry ogn 2t Bt 2sin — cos —
n n n
2
t2n (7’2) 1 1 9 T
- — . j— . — . COS* —
T T
tn 1 2cos —  COs — 2n
n n
T
" cos? —
2n on
= .
th cos? — —sin? —
2n
s T
" cos? o sin? o -
— = 2P — 1 — tg? — és ezt kellett igazolni.
lon 2 0 2n
cos
2n

84. Az ABC haromszog beirhato korének sugara r, magassagvonalai m,, my, m.. Bizonyit-

suk be, hogy
11 1 1
rome My M
Megoldas:
A haromszog oldalainak mérészamai: a, b, ¢, a teriilete T. Ismeretes, hogy
b
T =r-s, ahol s = % és r a beirhat6 kor sugara.
a-mg, b-my c-me. 1 a 1 b 1 c
T — frg frg :> _— = —, _— —, _— = —,
2 2 2 m, 2T my 2T m., 2T
1+1+1—1(+b+)—1 at+b+cs 1
mg My mc_2Ta =T 2 T

Ezzel az allitast belattuk.

85. Az ABCD trapéz parhuzamos oldalai a és ¢, a szarai b és d; az atlok hossza e és f.
Bizonyitsuk be, hogy
2+ 2 =b*+ d* + 2ac.

Megoldas:
A koszinusztételt fogjuk alkalmazni. Az abran a trapéz szogeit a szokasos modon jelol-
tiik, kéztudott, hogy a + & = 180°, B+~ = 180°.

e =a®+ d* — 2ad cos a
fP=c4+d*—2cdcosd = c® + d* + 2cd cos a
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Ezekbsl cosa = M cosq = w
2ad 2cd
a2+ d? — ¢ B [
2ad N 2cd
a2+ d? — ¢ B o2
a N c

a’c+ d?c — e*c = f?a — Pa — d*a

e’c+ f2a=d*c+ Pa+d*(a+c) (1)

e =b%b+ c* — 2bccosy = b? + ¢ + 2bc cos B
f?=a*+d* —2abcos 3

Ezekbsl hasonléan mint az elézéekben:
2 _ 2 _ 2 2 2 f2
cos B = ce-r-c She ¢ cosf = arr=r +2ab /
62—b2—c2 a2+b2—f2
2be 2ab

22— b f?

C a

e?a — b*a — ca = a’c + b*c — f?c
e*a+ fic=d*c+ Fa+ b (a+c) (2)
Az (1) és (2) Osszegebdl kiemelésekkel kapjuk:
e2latc)+ fAla+ce)=(*+d*) (a+c)+2ac(a+c)

e+ f2 =0+ d* + 2ac és ezt kellett igazolni.

86. Egy gula alaplapja olyan paralelogramma, amelynek oldalai 10 és 18 egység, teriilete 90
teriiletegység. A gila magassaga 6 egység és a magassag talppontja az alaplap atloinak
metszéspontja. Mekkora a gula oldalfelszine?

Megoldas:
Az adatok a rajz szerint a kovetkezdk: a = 18, b = 10, m = 5. A paralelogramma

magassagai a teriilet és az oldalak alapjan: m, =5, my = 9 egység.
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A gtla magassagan az alapélre meréleges sik az oldallapot éppen au oldalmagassag men-
tén metszi. Igy az abra alapjan Pitagorasz-tételét alkalmazva az oldalmagassagok kisza-
mithatok.

m? = 6% +4,5% = 36 + 6,25 = 56,25 my = 17,5.

m3 = 6% +2,5% =36 + 6,25 = 42,25 mo = 6, 5.
P=18-6,54+10-7,5=117+ 75 =192 teriilet egység.
87. Egy tetraéder oldalai v/70, /99, v/126. Ezek egyméasra paronként merdGlegesek. Mekkora

a térfogata és az alaplap teriilete?
Megoldas:

V= V70 \/2_9 V126 = 21v/55 ~ 155, 74 térfogat egység.
22 =70+ 99 = 169, x =13;
y? =99 + 126 = 225, y = 15;
2% =70+ 126 = 196, z = 14.
A teriiletet Heron-képlettel szamoljuk, de megjegyezziik, hogy a szokéasos teriiletképlettel

is dolgozhatunk, ha el6tte koszinusztétellel kiszamoljuk a v szoget.
T =1+21-8-6-7=+/7056 = 84 teriilet egység.
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88. Egy szabélyos haromoldali gtila oldaléle a egység; az oldalélek az alaplap sikjaval 60° —
os szoget zarnak be. Fejezziik ki a — val a gila felszinét és térfogatat.
Megoldés:

)
oC = —@ = @, mAasrészt % = cos 60°, = oC = g.
3 2 3 a 2
Ezek oOsszevetésébhdl: @ _¢ = b= a_\/§
3 2 2
™ Gin60’, = m= av3,
a 2
op - L 03 _b3 V3 V3 _a
3 2 6 6 2 4
2
2 2 2 /
2: 2 2: g>2 a\/g :a— a—:_lga . :a 13
my = OF +m (4 +<2 61 160 M™MT i
b:\/3 bmy;  3a*V3  3av3 av13  3a%2V3
A= : - : = 1+ +/13) ~ 1,496a2.
4+3 5 TR M B (1+v13) ,496a
v 1 v’V/3 1 V3 3a® av3 3d3
— — . e = -+ — - — f — = ——
3 4 3 4 4 2 32
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89. Egy tetraéder alaplapja olyan derékszogl haromszog, amelynek atfogoja c, befogoinak
aranya m : n, az oldalélek hossza b. Szamitsuk ki a térfogatat.
Megoldés:

b
b
nx
mx 4'
A Pitagorasz-tételét alkalmazva:
2
c
m2z? + n?z? = 2, 2 (m? +n?) = 2 P = ———
m?+n
mnz?  mn c?
T pr— = — —
2 2 m24+n?
2 2
) , C c
1 4 1 4 3
T-m mn 2 2
V= LR R —
3 6 m?2+n? 4
2 2

Fel kell tenni, hogy b? — CZ > 0, azaz b* > CZ’ b > g

90. A szabalyos négyoldald csonka gila alap és fedGéle 5 és 11 egység. A testatld hossza 12
egység. Mekkora az oldalfelszine?
Megoldas:
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Tekintsiik a DBF H sikmetszetet!

H F

p
K

AW
DB = a2, HF = b2, igyxzw

m? =122 — (82) = 144 — 128 =16, m —4.

2
. DF =a 2—9::M=8\/§

a—>b

m? =m? +

2
y = > =16+9=25  m =5

2

P:4.a+b

-my =2(a+b)my =2--16 -5 = 160 teriilet egység.

91. A kup alapkorének és alkotojanak az Osszege n, az alkotonak az alaplapsikkal bezart
szoge . Mekkora kip felszine?
Megoldés:

A kuap tengelymetszete tartalmazza a kup eredeti adatait. Hasznéljuk az abra jeloléseit.

%)



r
r+a=mn, — =cosa T =acosqo
a

n 7, COS (v

a(l+cosa) =n, a=-— r=——

14 cosa 14 cosa
n?m cos o
A=rn(r+a)=——
1+ cosa

92. Mekkora annak a szabalyos hdromoldald gtlanak a felszine, a melynek a alapéle « szoget
zar be az oldalélekkel.
Megoldas:

Az alapteriilet: T = a

o * ’
cosa = =
Egy oldallap teriilete:
_ bPsin (1800 — 2a) B sin2c  a’sinacosa a’tgo
B 2 " 4cos2a 2 4dcosta 4

2
A=T+3t =" (V3+3tga)

93. Egy egyenes kup felszine S, alkotoja o szoget zar be az alaplap sikjaval. Mekkora a kap
térfogata?
Megoldés:

S=rr(r+a), acosa =r

S =mcosa(acosa+a) = ma* (1 + cosa)cosa
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2 S 9 9 o S cos® a
a? = : r? =a*cos® a =
meosa (1 + cosa) mecosa (1 + cosa)

: : S S'sin? a
m = asina = sina = ,
mecosa (1 + cosa) meosa (1 +sina)

m_\/S(1+cosa)(1—cosa) S (1+ cosa)

meosa(l+cosa) T COS (v
v r’rm  Scosa S (1 —cosa)
3 37(l+cosa) Teosa

94. Valamely gila alaplapja olyan egyenl§ szart hdromszog, amelynek alapja a és az alapon
fekvs szoge a. A gula oldalélei 8 szoget zarnak be az alaplap sikjaval. Mekkora a gtla
térfogata?

Megoldés:
A mondottak miatt oéyan gulardl van sz, amelynek az oldalélei egyenl6k, ezért a ma-

gassag talppontja az alapharomszog koré irhaté korének kézéppontjaban van.

v = 180" — 2q, siny = sin (180" — 2a) = sin 2«
a b= 2rsina

A hurképlet alapjan: a = 2rsin 2a, r=— ,
2sin 2a

b asin o asin o a

sin 2« 2 sin o cos & 2 cos «
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absina  a’sina a’tgo

2 "~ 4cosa 4

m
r

m a
— =tgp, m=rtgf=— -tg B
T 2sin 2«

T-m 1 a? atg a® sina tg 8

3 3 4 2sin2a 24 cosa 2sinacos o

3

t

vo© t8h

48 cos?

95. A szabalyos haromoldald gtla csicsan és alapjanak két oldalfelez6 pontjan &tmend sik az

alaplappal a szoget alkot; az alapél a. Mekkora a sikmetszet teriilete és a gula térfogata?
Megoldas:

3 BB 3
Az abra jel6lései szerint 1 Fy = g, BB, = %7 SB, = 3 L. %
BB, a3 a3  av3 a3 av3
1=y 4 5= 6 o M ES-tea=—omt
ES ES a3
— =cosa, my = =
mq CoSs o 12 cosa

av/3 a?y/3

1 a -
2 2 12cosa  48cosa

1
Az FlF — QDA teriilete: t= 5 : F1F2 cmyp =

1a*v/3 a\/§ a3tga
= — . ‘thé:
3 4 12 48

V
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96. Egy szabalyos négyoldala gila szomszédos oldalélei o fokos szoget zdrnak be egyméssal;
az alapéle a egység. Az alap egyik atlojan keresztiil olyan sikot fektetiink, amely merd-
leges ezt az atlot metsz6 egyik oldalélre. Mekkora teriilet stkidomot metsz ki ez a sik a
gilabol?

Megoldas:

Pitagorasz-tételét alkalmazva: b2 =m? + (

2
N av/2 _a 20°  a® 1
me=b—\— ) =——a - =7 | 3o

Az OSC derékszogii haromszog teriiletét kétféle modon felirva:
b-OE m-0OC N OE_m-OC
2 2 b

a2 a 5 QY
BD-OE BD-OC-m W2y fetety ]

T = =
BDE 5 2 .. 5

2sin? —
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2 2 Ccos” —
TBDE:%SH]%~ /ctg2%—1:% sin2% .23 —1
sin” —

a2

2
Tppe = %\/0052 % — sinzg = Ew/cosa

97. A szabalyos haromoldalu gtla oldalélén és magassagan atmend sikmetszet teriiletének a

gila felszinéhez val6 aranya k. Mekkora az oldallapnak az alaplappal bezart szoge?

Megoldas:

A
av/3 a3 m av'3
Aa =3 g =Sy _av3,
1 3 3 2
AD A, haromszog teriilete: t:—-i-Mtga:a—tga
2 2 6 8
a2\/§ amq my 1 a\/§
A teljes felszin: A= 3. — — = —
ees feiszi 4 + 27 SA, cosa’ ™ = G cosa

A= -
4 2 06cosa 4 COS «

2 2 1 2
a\/§+3_a. av/3 _a\/§(1+ >_a 3<1+ 1—|—tg2a>

A
Tegyiik fel, hogy 7= k, azaz A = kt, ahol k > 0.

a2;/§ (HW) :k-agtga

23 (1+VI+ta) = k-tga
2v3+2v3y/1+tg’a =k - tga

Qﬁm =k-tga—2V3 Emeljiik négyzetre:

12(1 +tg?a) = K> tg? o — 4kV/3tga + 12
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12tg2a = k2 tg? oo — 4kV/3tga
(k? —12)tg? o = 4k\/3tg . Mivel tga >0 ezért:
(k? —12)tga = 4kV/3

4kV/3

k2 — 12
Mivel tga > 0 és k > 0, ezért kell, hogy
k* — 12 > 0 legyen, azaz k > 2v/3.

tga =
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